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Bi: Einleitung. 
In den nachstehenden Ausführungen sollen stationäre 
Flüssigkeitsströmungen besprochen werden, die infolge einer a ae. 
durch eine bestimmte T'emperaturverteilung bewirkten Inkon- — 
stanz der Massendichte unter dem Einfluß der Schwerebeschleu- __ 
nigung zustande kommen. Bei diesen Strömungen, wirken ver- > 
möge der Beweglichkeit der Flüssigkeitsteilchen die Wärme- He ; 
leitung und der konvektive Wärmetransport gleichzeitig 
eine Tatsache, die z. B. die Bestimmung der — ER 
keit von Flüssigkeiten gegenüber der von festen 


wesentlich erschwert hat. 


vieler Abhandlungen gewesen, doch hatten sie im re 
nur spezielle, oft von experimentellen Absichten bedingte BR 
oder betrafen generelle Eigenschaften der Differentialgleichungen _ 
des Problems. Die theoretischen Arbeiten befassen sich von 
wiegend mit dem Problem der Abkühlung eines heißen Körpers I 
in einem flüssigen oder gasférmigen Medium oder dienen dr 
Ausarbeitung eines Verfahrens zur Bestimmung der Wärme- __ 
leitfähigkeit von Flüssigkeiten und Gasen. Be: 
Die ersten mathematischen Formulierungen des Abküh- — he 
lungsproblems unter Einrechnung der Konvektion sind schon 
von Fourier’) und Poisson?) gegeben worden, doch © 
geben beide keine speziellen oder allgemeineren Lösungen des => 
Problems. Im Jahre 1879 gab A. Oberbeck’) die approxi- 


1) J. B. J. Fourier, Oeuvres de Fourier (Darboux’s Edition, ve 
t. II. p. 275ff. 1888). RE 
2) D. Poisson, Théorie math. de la chaleur (1835); vgl. A. Russell, 
Phil. Mag. 20. S. 591. 1910 sowie auch R. Seeliger, Phys. Zeitschr. 26. 
S. 282 ff. 1925. 
8) A. Oberbeck, Wied. Ann. 7. 8. 291. 1879. ae ae 
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mative Berechnung einer speziellen Strömung, die er durch 
eine Entwicklung nach Potenzen des Wärmeausdehnungskoeffi- 
zienten gewann. Zwei Jahre später veröffentlichte L. Lo- 
renz!) eine Arbeit über ein spezielles Problem, zu dem er 
durch Abkühlungsversuche bei der Wärmeleitfähigkeitsbestim- 
mung von Metallen geführt wurde; er berechnete die stationäre 
Strömung in der Nähe einer heißen, vertikalen Platte, um die 
Ergebnisse experimentellen Untersuchungen über Abkühlung 
dienstbar zu machen. An weiteren Arbeiten aus dem Gebiet 
der Wärmeleitung und Wärmekonvektion sind noch die Ab- 
handlungen von Weber?) (1880), Graetz°) (1883), Ebe- 
ling‘) (1908) und Weber’) (1917) zu zitieren. 

Ein wesentlich neuer Gesichtspunkt kam in die Frage der 
Wärmekonvektion durch die Forschungen von Boussinesq?), 
der die Differentialgleichungen des Abkühlungsproblems durch 
eine geeignete Transformation von den Materialkonstanten be- 
freite und hierdurch zu einer Modellregel gelangte. Rossell’) 
griff in seiner Abhandlung vom Jahre 1910 auf diese Modell- 
betrachtungen Boussinesq’s zurück und lieferte Berechnungen 
für die Abkühlung von Kreiszylindern und elliptischen Zylindern 
in einem Fliissigkeitsstrome. Sehr ausführlich werden die 
Modellregeln zwecks experimenteller Auswertungen von Davis®) 
behandelt, der in drei Aufsätzen die verschiedenen Gesichts- 
punkte des Problems bespricht. 

Während bei den zitierten Arbeiten im allgemeinen 
spezielle Strömungsfälle im Vordergrunde standen — meist 
Fälle von aktuellem Interesse für Abkühlungsfragen, für die 
man eine geeignete Berechnungsmethode ausfindig zu machen 
suchte —, soll in der vorliegenden Arbeit insofern ein ent- 
gegengesetzter Weg eingeschlagen werden, als zu einem be- 


1) L. Lorenz, Phys. Ann. 13. S. 582. 1881. 
2) H.F. Weber, Wied. Ann. 10. 8. 103. 1880. I ; 
3) L. Graetz, Phys. Ann. 18, 8. 79. 1883. 2: Ra 5 
4) H. Ebeling, Phys. Ann. 27. 8. 391. 1908. ER 
5) 8. Weber, Phys. Ann. 54. 8. 456. 1917. 
6) V. J. Boussinesq, Théorie analytique de la chaleur. II. p. 154 ff. 
p. 174ff. 1903. 

7) A. Russell, Phil. Mag. 20. S. 591. 1910. 

8) A. H. Davis, Phil. Msg. 40. 5, 692. 1920; 43. ni 02. sr 
MM. 5. 920. 1922. 
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stimmten allgemeinen Lösungsansatz die durch ihn leicht zu- 
gänglichen speziellen Fälle aufgesucht werden sollen. 


1. Problemstellung und mathematische Formulierung 
des Problema.') 


Die Grundgleichungen, von denen man auszugehen hat, 
sind die Kontinuitätsgleichung: 


(1) 


iv(ov) = 0, 


=f —geadp +240 + graddivy 4) 


inneren Vektorprodukt — (vgradr) versehene Wärmeleitungs- 
gleichung (wobei von Strahlungswirkungen abgesehen wird): 


(3) ze = At — (vgradr). 


p den hydrostatischen Druck, A den Koeffizienten der Flüssig- 


koeffizienten.°) 


Der Charakter und das Vorzeichen des in Gleichung (3) ein- 
gefügten Konvektionsgliedes sind leicht aus der für 


Skalar gültigen Formel 


dt Or 
@ +-(v grad 


| 


1) Zu diesen Betrachtungen vgl. auch A. Oberbeck, Wied. Ann. 
7. 8.291. 1879. 


w 


Besihang Dichte x spez. Wärme 


die Bewegungsgleichung einer Flüssigkeit mit innerer Reibung: 


sowie die mit dem von der Wärmekonvektion herrührenden 


In diesen bedeuten: » den Geschwindigkeits- 
vektor der Flüssigkeit, og die Massendichte der Flüssigkeit, — 
f den Vektor der auf die Flüssigkeit wirkenden Kraftdichte, _ 


Das Symbol d/dt bezeichnet einen im bewegten Element 
gebildeten Differentialquotienten, 0/O¢ ortsfeste Differentiation. 


zu ersehen, wenn man beachtet, daß für den Fall der Kon- — 
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keitsreibung, r die Temperatur, den Temperaturleitungs- 
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Für stationäre Strömungen hat man zu setzen: 


_ öv Or 
Die Kontinuitätsgleichung (1) ae ere über in 


div (gv) = 


In unseren Betrachtungen werden wir die Dichte o an ai 
den Stellen der Gleichungen, wo sie rein mechanische Be-- 
deutung hat und ihre Inkonstanz lediglich eine unwesentliche 
Korrektion zur Folge hat, als eine Konstante o, auffassen. 
Wir werden also die Flüssigkeit als inkompressibel behandeln. 
Dort, wo diese Inkonstanz hingegen als Strömungsursache er- 
scheint, ist sie selbstverständlich zu berücksichtigen. Mithin 


ist divy = 0. £ 
; Die Bewegungsgleichung (2) geht vermöge 
do _ ap dv 
+ (v grad)v, dvv=0 und = 0 
fiber in 
2 6 
— grad (p + + adv + = 0. 


Die Gleichung (3) der Wärmeströmung wird 


— (vgrad = 0.)) 
Die Volumkraftdichte f bestimmt sich als re 


wobei g den Vektor der Fallbeschleunigung bedeutet. Be- 
schränkt man sich auf Temperaturbereiche, innerhalb deren 
_ die Wärmeausdehnung stark angenähert linear mit der Tem- 


eratur verlauft, so ist 


Hierin ist « der kubische ERREGER der 
Flüssigkeit, 0, die Dichte derselben bei der festen Tem- 
 peratur 7,. «(r— r,) ist eine kleine Größe, mithin setzen wir: 


1) Wegen divv = 0 ist diese Gleichung auch in der Form zu 


schreiben: div(u grad t — vr) = 0, d.h. der Vektor der Wärmeströmung 
ist quellenfrei. 
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Die Gleichungen, mit denen wir uns hier zu befassen a 


(9) — grad (p+ +Adv+ : 
(6) u Ar — (vgradr)= | 


2. Aufstellung von Rekursionsgleichungen für Strömungen 
von verschwindendem Einfluß der Flüssigkeitsträgheit. 
Zunächst sollen Strömungen betrachtet werden, bei denen 

die Geschwindigkeit klein ist, sodaß in Gleichung (5) die in 
» quadratischen Glieder, die der Trägheit der Flüssigkeit — 
Rechnung tragen, vernachlässigt werden können. Wir erhalten 
hier die Gleichungen: 


(1) divv=0, 
(2) 90, (1 — — r,)) — gradp A4M4v=0, 
(8) u Ar —(vgradz) = 


Dies ist ein System von partiellen Diretingechungen he 
für v, t und p; (1) und (3) sind skalare Gleichungen, (2) eine 
vektorielle. Gleichung (3) enthält das quadratische Glied 
(vgradr), das die Berechnung spezieller Fälle insofern er- 
schwert, als es jede Aufstellung und Superposition oe 
Lösungen unmöglich macht. Un 

Wir betrachten im Folgenden die Gleichungen (1), (2) und 
(3) im Zweidimensionalen, also Strömungen, bei denen sich für 
jeden Schnitt senkrecht zu einer bestimmten Richtung dasselbe 
Strömungsbild ergibt und alle Komponenten in dieser Rich- 
tung verschwinden. Bildet man von Gleichung (2) die Rotation, 
so erhält man leicht die im Zweidimensionalen skalare 
Gleichung 

= 0. 
Hierbei ist zu beachten, daß wir durch die Rotationsbildung 
keine Lösungsteile der Geschwindigkeit und der Temperatur 
verlieren, da p in unseren Gleichungen nur in der Form von ~ 
grad p auftritt, wir also alle Teile der Gleichung, die Gradient 
eines Potentials sind, zu gradp gehörend rechnen können. 


1) Die Größen u und A gelten als Konstanten, ihre Abhängigkeit von ; 
der Temperatur tritt in praktischen Fällen i. A. wohl selten in Erscheinung. 
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Wir legen die z-Achse horizontal nach rechts gerichtet, 
die y-Achse senkrecht zu ihr nach oben; demgemäß ist 9, = 0 
und 9, =—g und unsere, Gleichungen lauten: 


dr oe, _ 
(5) + — =0, 7= 


Die Lösung dieser Gleichungen setzen wir in Form von 
Doppelsummen an: 


In der Erstreckung der Summen auf Potenzprodukte 
x™-y™ von nur positiven, von 0 verschiedenen m und n liegt 
keine Beschränkung der Allgemeinheit der physikalischen 
Probleme, da in ihnen Singularitäten der Geschwindigkeit und 
der Temperatur im Endlichen nicht auftreten und wir bei 
physikalischen Problemen immer einen Punkt als Koordinaten- 
ursprung wählen können, für den v, = v, = 0 ist und dessen 
t wir als r, bezeichnen. Die Dichte o, der oben angestellten 
Betrachtungen ist die Dichte der Flüssigkeit am Koordinaten- 
anfangspunkt. 
Setzt man diese Doppelsummen in die Gleichungen (4), 
(5) und (6) ein, so berechnet man folgende Koeffizienten- 
beziehungen. 


8 


Aus Gleichung (4): 


Die A, , und B, , bleiben hier noch frei verfügbare Koeffi- 


be 
: 
r= 
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Aus Gleichung (5) bei Berücksichtigung von L: 

= (m + 1)(m + 2) Bazan 
+ 2+(n + 1) (x + 2)- 


(fiir m > 1). 
= 6+ Bs, 7 2 (n + 1)(n + 2)- By 


(für m = 1). 
Für m = 0 liefert Gleichung (5) keine Koeffizienten- _ 
relation. * 
Aus Gleichung (6) bei Berücksichtigung von I. und Ein- 


‚führung geeigneter Laufindizes: 

= (m + > Ao, ¢* 


i = Es fragt sich nun, ob dieses System der Gleichungen I, 
- II u. III zwischen den Koeffizienten der Doppelsummen eine 


rekursive Ermittlung gestattet, d.h. ob die Gleichungen immer 
in den Indizes höchste Glieder enthalten, die in den dem 
Grad der entsprechenden x” . y" nach vorangehenden oder nach- 
folgenden Gleichungen nicht ebenfalls höchste Koeffizienten 
sind. Gleichung I verbindet stets Glieder gleich hohen Grades, 
wie sich aus der Gleichheit der Indexquersumme auf beiden ae 
Seiten der Gleichung ergibt. Sie dient zur Berechnung der rid Se 


An aus den B, , (abgesehen von den 4, ,), und es fragt sich ae 
mithin nur, ob die pr II und III eine rekursive Er- Sor 
mittlung der B, „, A,,„ und C, „ gestatten. In Gleichung II 
treten die B, „ bzw. A, „ durchweg mit Indizes behaftet auf, RL. 
deren Summe um 2 größer ist als die der Indizes des auf der Be 
linken Seite der Gleichung stehenden C,„ baw. C,„. Die BE 
B,,,, bzw. Ay, sind hier also die höchsten Glieder und treten Bi 


als solche nur dann, aber auch immer dann auf, wenn man es 


| 
t 
’ 
= 
i 
= 
te 
gt 
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von den C, „ mit einer um 2 kleineren Indexquersumme aus- 
geht. Leiten sich nun die C,,,, nach Gleichung III aus tieferen 
Bin» 4o,, und C,„ ab, so haben wir ein Rekursionssystem 
vor uns. Tatsächlich sind in III die C, „ auf der linken Seite 
der Gleichung einmal und nur einmal die höchsten Koeffizienten, 
denn da 4, , = B, , = 0 ist, treten in den Produktsummen als 
höchste Koeffizienten die On Ba, nr 4o,, mit einer Indexquer- 
summe auf, die um 2 kleiner ist als die der auf der linken 
Seite stehenden C, ,. 

Bei dem Berechnen jeder neuen Koeffizientendiagonale — 
unter einer solchen wollen wir die Gesamtheit der Koeffizienten 
der Glieder eines Grades z™-y" verstehen — hat man die 
Gleichungen II und III in allen möglichen m und n anzu- 
setzen, für die m-+n-+ 2 gleich dem Grad der zu bestim- 
menden Glieder B, „2” 4) und C, ,2™-y" ist. Man 
erkennt hierbei, daB man, um die Koeffizienten einer Dia- 
gonale zu erhalten, d.h. durch niedere auszudrücken, lineare 
Gleichungssysteme aufzulösen hat, bei denen die Anzahl der 
Unbekannten und die der Gleichungen zwischen ihnen mit 
steigendem Grad der Potenzglieder 2” .y* wachsen. Beim 
Ansetzen einer neuen Diagonale von Koeffizienten bleiben je 
nach der Art des speziellen Problems mehr oder weniger Frei- 
heiten für die zu berechnenden Koeffizienten, über die man 
bei der Erfüllung der Randbedingungen zu verfügen hat. Man 
ersieht aus der Wirkungsweise der Gleichungen II und III, 
daß man im allgemeinen keine abbrechenden Lösungen er- 
warten kann. 

Die Berechnung des Druckes p erfolgt nach Ermittlung 
der v,, v, und r gemäß den Komponentengleichungen der Be- 
wegungsgleichung (2). Nach ihr ist: 


Die erste dieser Gleichungen ermittelt p bis auf eine 
Funktion von y allein, man benötigt die zweite von ihnen nur 
zur Bestimmung der von z freien Glieder der den hydro- 
statischen Druck darstellenden Doppelsumme. 
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Ei“. iy 3, Strömungen mit einer identisch verschwindenden 
ae Geschwindigkeitskomponente (triviale Erfüllung der 
Divergenzbedingung). 


Zunächst behandeln wir einige Fälle, bei denen wir pin 
zipielle Forderungen für die Geschwindigkeitskomponenten auf- = 
stellen und die Randbedingungen erst nach Maßgabe der ent- __ 
stehenden Lösungen formulieren. ae 
a) Wir suchen eine Strömung, für diev,=0ist. Hier sind 
also alle 4, „= 0, und gemäß Gleichung I verschwinden alle __ 
B,,, = 9 für n>0, es existieren lediglich die 3, ,. Nach 
Relation II sind dann nur C,, und C,, vorhanden. En — 
wenig komplizierter liegen die Verhältnisse bei Gleichung III. — 


m = 0 ist: 
sofern n=O ist. 
Setzt man i. Ill m>0, n=1, so ist: Pt 
= s+(p + 1) Y 
ptt = Bao = 9; 
ptrr=m 
qte=2 
und da nicht alle B, , verschwinden, muß C,, =— 2,0 = 0 


sein. Mithin existieren nur die B,,, C, , 
m>0O, n=0 erhält man: 
C, 42,0 (m + 1)(m + 2) — Co, =, 
fir m>0, n>0 ergibt sich: 
C 


nebst C,,,.') Für 


-B 


und diese Beziehung fordert kein Verschwinden der B,, ,, da os 
fir n>1 C, , = 0 ist; unsere Rechnungen tragen also keine 
Widersprüche " in sich, da die Rekursionen uns nicht von = ae 


höheren Koeffizienten, dpi Verschwinden generell gefordert 
ist, zu neuen Gleichungen für tiefere Koeffizienten führen, über 


die schon rekursiv verfügt ist. 
Der Fall, daß v, = 0 ist, führt mithin zu den Rekursions- 


gleichungen: 
C + Co. Bn, 


= +2,0 u(m + 1)(m + 2)’ 


wobei C,, = 0 ist, d.h. alle B,,0 = = 0 sind. 5 


1) Abgesehen ist von dem irrelevanten C,,, = 1%. RR, 
2 
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Es ist ein Leichtes, diese von den vier Konstanten 
%ı=B; B,=a; B,,=b ausgehenden Re- 
kursionen durchzuführen. 
1. Zunächst betrachten wir den Fall, daß C,, = B= 0 ist. 
Wir erhalten unmittelbar die sehr einfache Lösung: 


re T, + A = 


mit den uns für die Erfüllung von Randbedingungen zur Ver- 
fügung stehenden Konstanten A, a, b, r,. 

Mit dieser Lösung können wir die Strömung zwischen 
zwei vertikalen parallelen Platten von verschiedener, aber auf 
jeder derselben konstanten Temperatur darstellen. Die Ebenen 


mögen die Lagegleichungen x = + 2 und x =— < haben, 


auf der ersteren herrsche die Temperatur r,, auf der letzteren 
T,; v, verschwindet an beiden Platten. Die Berücksichtigung 


der Randbedingungen liefert: 
v.=0, 
ich 
ferner erhält man nach dem auf S. 704 angegebenen Verfahren 


Hierin ist p, eine Integrationskonstante, die wir als den 
hydrostatischen Druck für y = 0 aufzufassen haben; sie hat für 
unsere Rechnung keine Bedeutung, da in den Gleichungen 
unseres Problems nur Differentialquotienten von p auftreten. 

Die lediglich von z abhängige Geschwindigkeit zeigt für 
jedes y denselben Verlauf einer ungeraden ganzen rationalen 
Funktion 3. Grades. Nehmen wir an, es sei z,>r, — und 
hierin liegt keine Einschränkung — so ist v, im Bereich 


0<r< 4 positiv und demnach im Intervall — 1.4 <r<d 


negativ von demselben Betrag, und es ereicht für x = + <y3 
den Maximalbetrag 
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Da für alle Bereiche (und alle 
stanzen) der Ausdruck _ =< 3 ist und für ver 


schiedene d an ähnlich Stellen z = z, 
Wert annimmt, gestattet der Faktor y-d?-(r,—1,)/484 un- 
mittelbar die Feststelluug, daß die Geschwindigkeit dem Qua- _ 
drat des Plattenabstandes, der Temperaturspannung (r, — 2 ett 

und dem Produkt 9,@ direkt, dem Faktor der inneren Reim 
bung umgekehrt proportional ist, 


2. Ist C, , = B>0, so bricht die Lösung nicht ab; om iy ire 
rechnet mit ‘den aus den obigen!) leicht abzuleitenden Re- 
kursionen: 


Bars (m + 1) (m + 2)(m + 8) (m + 4)’ 
m+4,0 ~ (m + 1)(m + 2) (m + 3)(m + 4)’ 


wobei nunmehr auszugehen ist von den Größen _ 


= 8; B, = 5; 
aB vi 
Blu? =- 3! ; 


Setzt man zur Abkürzung 2 =», so erhält man die 


Lösungen: 


fr 


x 


n=0O 
E: 
T=T + +By+A v) (4n+1)! 


aB ın 2bB n 


n=0 O=n Pr 
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on 
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ng 
( B,,o 
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Gündel. 


Beachtet man, daß 


n gts 1 
> =— (Ginexcosex — Cofexsin ez) 
n=O 


ist, worin ¢ = 


bedeutet, und daß die übrigen 
/ 


Potenzreihen sich aus dieser durch Differentiation carne. 


so erhält unsere Lösung die Form: = = | 
„gar Sin ex cose x + Cojezsiner 
+ Cofersiner — Cofexcoser; 


4us® 
an noch willkürlichen Konstanten enthält diese Lösung 4, a, 
B, b, t,. Wir bestimmen die verfügbaren Konstanten so, daß 
die Strömung folgende Randbedingungen erfüllt: 


v, =0 fir =+d und r=—d, 4 
t=1t,+ By fir z=+d, 

& t=1t,+ By fü r=—d. 
Setzt man zur Abkürzung “hes va 
Ginedcosed=P Gojedsned=Q, 


so erhält man bei Berücksichtigung der Randbedingungen fol- 
gende Lösung‘): 


7° (r, ni 


{Q- Sin excoser — Coj ex sin ex}, 
a+ By + {P.Sinexr cosex + Q- Cojex sin ez}; 


') Bei der Berechnung dieser Lösung ergibt sich für den allgemeinen 
Fall, daß sined und cosed + 0 sind, unmittelbar 5b = 0. Für cos ed = 0 
wird ebenfalls b = 0; für den Fall, daß sin ed verschwindet, wird b aus 
naheliegenden Analogie- und Symmetriegründen gleich Null gesetzt. 


er 
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der hydrostatische Druck wird he 
- 


Es ist dies ein in mancher Hinsicht eigenartiges Resultat, 


insofern für hinreichend großes d die Geschwindigkeit v, neben 
z=(0 und r=+d auch innerhalb des Bereichs 0O=2d 
Nullstellen besitzt, die i. A. mit Vorzeichenwechsel des v, ver- 
bunden sind. v, verschwindet nämlich für alle x,, die der 


Relation 
_ Tged P 


ger, teed Q 
genügen. 
Wir betrachten also die Funktion Da Tgex eine 


stetige Funktion ist, deren Wert für z > 0!) stets zwischen 0 
und 1 liegt und “u = ctgex in jedem Bereich kn < ex 


<(k+1)n (k=0,1,2,...) stetig ist und alle Werte von 
Tg ex 
tg ex 
allen Bereichen kha < ex < (k + 1)a, in denen Tgex > 0 ist, 
alle Werte zwischen —oo und +00 an, mithin in allen mit 
Ausnahme des Intervalls 0 < ex < a, da Tgexr fir r = 0 ver- 


tor 0 den Wert 1 hat. 
tg ex 


Nun verschwindet der Differentialquotient 
d Sin ex Cof ex — sin ex cos ex 


sicher in 


—o bis +00 durchläuft, nimmt der Quotient 


schwindet und 


da \tgex Coj? ¢zsin® sx 
für 2 = 0, wird fir = 1, 2,3...) negativ unendlich 
groß, und wegen 


|Sinex| > |sinex|, |Cojer| >|cosex| für x >0 und 

Giner > 0, Cofex >0 fürz>0 
ist er durchweg fiir x > 0 negativ. Mithin ist a eine in 
jedem Bereich kn < ex < (k + 1) monoton fallende Funktion, 
die in dem Intervall OsSsr= nr von +1 bis —oo, in jedem 
anderen Intervall An=ser=(k+1)n von +00 bis —oo 
läuft und, abgeschen von dem Bereich 0Sex= 7, in jedem 


1) Da die in », auftretenden Funktionen von «x ungerade sind, 
genügt die Betrachtung für « > 0; Analoges gilt dann für « < 0. 


= 
n 
4 
* 
4 
ol- 
a 
nen 
= (0) 
4 


Intervall jeden Wert zwischen +oo und —oo einmal und nur 
einmal annimmt, in dem Bereich 0=ssr = alle Werte von 
+1 bis —oo einmal und nur einmal. 
hinreichend große d ist also die Bedingung 
tg 82, tg ex 
mindestens einmal erfüllt, und v, hat in dem Bereich 0 << 2<d 
ar mindestens eine Nullstelle und Vorzeichenwechsel. Für diese 


fir O<2,<d 


= d erhält man eine Strömung, die zwar stationär ist, indessen 
= af im Experiment kaum realisierbar sein und zu Wirbeln und 
ss instationären Verhältnissen führen dürfte. 
Die obere Grenze D > 0 des Bereiches für d, innerhalb 
In. dessen 28° nie 22d gleich wird, ist dadurch gegeben, daß 


tg ex tg ed 
: 0<eD< ia und Tge-D=tgsD ist, d.h. e-D ist die obere 


Grenze des ersten Intervalls, in dem i = alle Werte von 


—oo bis +00 gerade einmal annimmt. 
Es Aue n =tgo, wobei 1 < w < $a ist; dann ist 


Hierin ist w eine feste, rein mathematische Größe ı von dem 
* Zahlenwert 3,9266 (= $2 — 0,0004), Z.B. wird bei Zimmer- 


temperatur r, = 15 — 20° für Wasser 
0,52165 
| 
für Loft ER: 
VB 
ee Je größer B ist, desto kleiner hat man offenbar d zu nehmen, 
af um keine Turbulenz zu erhalten. 


a Diese Strömungsfälle, die keinen physikalischen Wider- 
é spruch in sich tragen, sollen hier nicht weiter verfolgt werden, 
wir begnügen uns mit dem Resultat, daß es bei jeder Substanz 
und gegebenen Temperaturvorschrift B für den Ebenenabstand 
2d einen Bereich 0 < 2d < 2D gibt, innerhalb dessen die Ent- 
stehung einer stationären Strömung physikalisch möglich ist. 
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Es sei ferner noch bemerkt, daß für 


v, verschwindet; dies entspricht der Tatsache, daß eine hori- _ 
zontale Schichtung einer mit y linear zunehmenden Temperatur _ 
zu keiner Strömung führt und im Fall der bei linearer Abnahme ae 
der Temperatur vorliegenden Labilität eine eindeutige stationäre _ 
Strömung nicht zu erwarten ist. 3 
3. Diese letzte Bemerkung greift bereits dem noch nicht _ 
behandelten Fall vor, daß B negativ ist. Setzt man B=— By, 
v=-— v', wobei B’ und »’ positive Größen sind, so erhält 
die Rekureionen 1): 


zu Bu,0 
Bn +40 = (m + 1)(m + 2)(m + 3)(m + 4) ’ 
Cn, 0 


Cn + 4,0 = (m + 1)(m + 2)(m + 8)(m + 4) ’ 


und in den Potenzreihen tritt an die Stelle von (— »)" die 
Potenz »”. Die Zusammenfassung führt auf 


zy (Sin dr — sin dz), 
n=0 


und auf die durch Differentiation erhältlichen Funktionen. 

Die Rechnung verläuft im übrigen ganz analog der Strö- 
mungsberechnung für 3 >0; sie soll hier, zumal diese Fälle 
B <0 von geringerem Interesse als die von positivem 2 sein 
dürften, nicht durchgeführt werden. v, verschwindet auch hier 
identisch für 7, = r, und die Temperatur weist eine horizon- 
tale Schichtung tr = r, — B’y auf; wir erhalten einen labilen 
Ruhezustand, sodaß wir das Zustandekommen einer eindeutigen 
stationären Strömung nicht zu erwarten haben. 

b) Im Anschluß hieran soll eine weitere abbrechende : 
Lösung der Differentialgleichungen kurz angegeben werden, die 
zwar die Grundgleichungen nebst geeigneten Randbedingungen 
erfüllt, aber keine physikalisch realen Verhältnisse darstellt. 

Es sei y= 0, also alle 3,„=0. Durch ähnliche 
Betrachtungen wie auf S. 705 gelangt man zu den Glei- 


1) Vgl. S. 707. 
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 Rekursion II in der Form 


Rekursion IlI in der Form 
+1) (+ 2) = Ay + °G,,; fiir n = 1,2,3, 4,5. 
Die Ausgangsgrößen sind 4,, =a; 4,, =); = B; 


G 9 = 4; C,, =, und nach einfacher Rechnung erhält man 


die Lösung: 

== 0; 

y ? 

bA+al 


Es ist dies natürlich ein experimentell-physikalisch sinn- 
 loses Resultat. Anschaulich kann man diese Strömungsbilder 
deuten, daß bei x =+ oo Temperaturen herrschen, 
die daselbst Kräfte nach oben bzw. unten bewirken, denen 
durch die berechnete Flüssigkeitsbewegung in stationärer Weise 
Rechnung getragen wird. 


a 


Vorbemerkungen. 
Wir gehen nun zu allgemeineren Fällen über. Schon oben 
wurde darauf hingewiesen, daß das rekursive Rechnen diagonal- 
_ weise vor sich geht. Bei der Berechnung einer Koeffizienten- 
diagonale aus der bzw. den vorangehenden Diagonalen treten 
je nach der Art des speziellen Problems mehr oder weniger 
Freiheitsgrade für die neu zu bestimmenden Koeffizienten auf; 
umfaßt z. B. des Gleichungsystem II m Gleichungen, so ist die 
Anzahl der gesuchten nächsthöheren B,„ bzw. 4,, im all- 
gemeinen Fall (m + 4); hat man ein Gleichungssystem Iil von 
m Gleichungen, so vermitteln diese (m + 2) nächsthöhere C,, ,; 
man erhält also im ganzen bei jeder neuen Koeffizienten- 
diagonale 6 noch freie Größen, die man zur Erfüllung der 
Randbedingungen zu verwenden hat. Wählt man ihren Wert 
willkürlich, so erhält man das Bild von Strömungen, die stationär 


= 
; 
Ber 4. Allgemeine Fälle. 
(Nicht triviale Erfüllung der Divergenzbedinguns 
RE 2 
! 
- 


nn- 
der 
en, 
nen 
eise 
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möglich sind, die indessen kein physikalisches Interesse haben, 
da alle physikalisch realen Fälle Randbedingungen für v,, v 


y 
und z an denselben Flächen mit sich bringen, deren Befries 
digung nur durch systematische Verfügung über die freien WP ue 
Koeffizienten zu erreichen ist. 


Sind die Gleichungen y= /(z) der die Strömungen be- 
grenzenden Flächen und die an ihnen gegebenen Temperatur- 
vorschriften ungerade Funktionen dergestalt, daß sie für (— x, 
— y) entgegengesetzt gleiche Werte zu denen von (+2, +9) | 
annehmen, so wird gemäß der physikalischen Konstellation dr __ 
Strömungsverlauf sowie die Temperaturverteilung derart sein, 2 
daß v,, v, und (r— z,) in gegenüberliegenden Koordinaten- 
quadranten entgegengesetzte Werte haben; mithin weisen dann 
die Doppelsummen für v,, v, und (x — r,) nur Glieder =. 
auf, für die m +n eine ungerade Zahl ist. Wir werden ns 
im folgenden mit Fällen dieser Symmetrie befassen, doch 
bevor wir an die Berechnung von Strömungen gehen, soll an $= 
dieser Stelle eine physikalisch wesentliche Einteilung der Grenz- — 
flächen in strömungsaktive und strömungspassive vorgenommen _ 
werden. 


Strömungsaktiv heiße eine Fläche, an der die Temperatur en De Be 
vorgeschrieben ist; die Fläche vermittelt der Strömung Wärme ee A 


oder nimmt von ihr Wärme entgegen. Der Temperaturabfall — 
bzw. -anstieg in normaler Richtung verschwindet an ihr nicht y 
identisch; die Fläche ist wärmedurchlässig. 


Strömungspassiv heiße eine Fläche, an der das identische ae 
Verschwinden der Normalkomponente des Temperaturgradienten ane = 
gefordert ist. Weder gibt die Fläche der Strömung Wärme, ee 


noch nimmt sie Wärme von ihr, die Temperatur stellt sich 
an ihr ein und ist nicht vorzuschreiben; diese Fläche ist wirme- 
undurchlässig. 

Wir werden Fälle mit nur aktiven und Fälle mit aktiven E 
und passiven Flächen behandeln; es ist evident, daß Strömungen 2 
von nur passiver Begrenzung unmöglich sind. her ea 


a) Strömungen mit nur strömungsaktiven Wandungen. ar 


1, Als erster Fall von nur strömungsaktiver Begrenzung 
soll die Strömung berechnet werden, die entsteht, wenn man 
von zwei senkrecht aufeinander stehenden Ebenen, von — 

Annalen der Physik. IV. Folge. 78. 46 = 
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die eine horizontal, die andere vertikal verläuft, die vertikale 
auf konstanter Temperatur hält, während man auf der anderen 
für linearen Anstieg oder Abfall der Temperatur sorgt. 

ie. Hier ist also: 


0, 0, Vziz=0 = 0, vy = 0; 
Tiz=0 = Tos Ty=0= T+ Az. 


Die Konstellation für » und r auf den Grenzebenen er- 
gibt fir die Strémung die angegebene Symmetrie zweimaliger 
Spiegelung an den Koordinatenachsen; wir haben also nur die 
Koeffizientendiagonalen zu berücksichtigen, fir die m + n eine 
ungerade Zahl ist. Die Randbedingungen für v,, v, und r 
fordern: 


Bo = B,,,, = 9; B,, = 9, Ayn = 9; 


C,,=0 fir m>1, OG, =A. 


Mm, 


Man sieht, daß hierdurch beim Fortschreiten um eine Dia- 
gonale die sechs Freiheitsgrade der 4, ,, B,, und C,, , restlos 
ausgenutzt werden. Wir berechnen sukzessive unter Beriick- 
sichtigung dieser Bedingungen die Koeffizienten der Glieder 
des 1., 3., 5, 7. und 9. Grades und erhalten, wenn wir 


x= x= setzen, 
pa 


x? 


49 
17x 6 


und nach dem auf 8. 704 angegebenen Verfahren 
x 4, 
+ —— 6 . 


hierbei treten in v,, v, keine Glieder 9. Grades, in p keine 
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Es ergibt sich für die Umgebung des 0-Punktes das 
folgende, die Verhältnisse lediglich qualitativ und im Interesse 
der Deutlichkeit übertreibend darstellende Bild: 


Hierin geben die Pfeile die Strömungsrichtung an, die 
ausgezogenen Linien sind die konstanter Temperatur, die 
punktierten die konstanten Druckes, wobei die Temperatur 
in Richtung der positiven z-Achse, der Druck in Richtung der 
negativen y-Achse steigt. 

2. Als zweiten Fall mit nur aktiven Wänden behandeln 
wir die Strömung zwischen den Ebenen y=0 und y=z, 
wenn auf der ersteren eine linear ansteigende oder abfallende 
und auf der letzteren konstante Temperatur vorgeschrieben ist. 

Die Doppelsummen (4), (B) und (C) haben neben den 
Rekursionsgleichungen folgende Bedingungen zu — 

für die Ebene y = 0: : 


= 0, B= 0 fir allem2=0, 


= O fir m>1, = 4; 


m,n 
mena 2k+1 


für alle ke =0, 
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denn für y= x gehen die Doppelsummen in Potenzreihen in 
x oder y allein über, deren identisches Verschwinden durch 
das Verschwinden aller Koeffizienten von 2?*+1 oder y?*+! 
garantiert ist. 


Die Rekursionsrechnung liefert: 


29x: 
18x? 7x? 6 
11x? 


5,2 87x 3 29x? 

13 2,2 5 29 x? 6 x? \ 
N 


der hydrostatische Druck wird 
P = Po 9 + wh {— ie * 4 8 ay 16 7 + 552960 
11x? 9 
om .xd + ——— 2 


In v, und v, treten keine Glieder 9. Grades, in zt keine 
7. Grades und in p keine 8. Grades auf. Die Koeffizienten 
des 9. Grades in r sind ihrem absoluten Betrage nach 


| 
A) 
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4 
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4 
ex: 
> 4 
jr 


ne 
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Nediglich den Charakter des Strömungsverlaufs wiedergebende 


Beiträge zur Frage der Wärmekonvektion. u 


Für die Umgebung des 0-Punktes erhält man das folgende, 


Hierin bedeutet: er 

———> = Strömungsrichtung, 
= tT = const., 
---— = p= const.; 


t steigt in Richtung der positiven 2-Achse, 
p in Richtung der negativen y-Achse. 
Pee 


8. Ein drittes Beispiel von nur strömungsaktiven Wänden 
sei die Strömung, die zwischen den Ebenen z=0 und y=z 
entsteht, wenn die Temperatur auf der ersteren konstant 
gehalten wird und auf der letzteren linear ansteigt bzw. 


Die Randbedingungen sind hier: 


0, 9, To} 


ely 0, tlyo2™ T + 


sie kommen durch TER: Koeffizientenbedingungen | zum ER 


= 
Fig. 2 
= 
6 
_ 


a+n=2k+1 


Sc,,=0 für alle A>0; OQ, 


~ 
7 min=2k+1 
. 


Die rekursive Rechnung liefert: 


BP 11x? 


19x? R 5 a 5x? 3 19x? 3 4 


ne 


2 
217 x? 6 33 by 5...2 19 4.3 
. 5x? 3 4 19x? 2 5 1x? 6 
Nie 
3% 179 x? 


2 


Tx 5 


9) 


A 
u dieser Lösung treten in r keine Glieder des 7. Grades, in 


v, und v, keine 9, und in p keine Glieder 8. Grades auf. 
Nennt man den linearen Temperaturanstieg bzw. Abfall auf 


der Ebene y = z pee erg o, 80 ist die Größe A = w y2 


A 
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Das den Charakter der Strömung von positivem A für 
die unmittelbare Umgebung des 0-Punktes veranschaulichende 
ist das folgende: 


bedeuten wiederum: 

E —> die Strömupgsrichtung, er 
die Kurven konstanter Temperatur, . 

-_——- die Kurv en konstanten Druckes, 


Fig. 3 


4. Als letzte dieser spiegelsymmetrischen Strömungen mit 
ausschließlich aktiven Wandungen werde der Fall behandelt, 
daß die Geschwindigkeit an den Ebenen y=x undy=—r 
verschwindet und die Temperatur an ihnen beiden denselben 


linearen Verlauf r,.,,=r, + 4x hat. 
Es gelten folgende Koeftizientenbedingungen: 


für die Ebene x = y: 


4,,=0, > B 


mtnetk+l 


fir 


J 
- 
Per: 
>, 
AY 
n 
. 
Y 


für die Ebene x =— y: 4 
0, für 120, 
m+tn=2k+1 m+n=2k+1 


> (= für k>0, 
m+n=2k+1 
Dies sind 6 Bedingungen für jede Diagonale, welche sich 
paarweise nur durch das alternierende Vorzeichen unter- 
scheiden. 
Bis zum 9. Grad einschließlich lautet die Lösung: 


x x 
8x? x 7 


11x? 


x? 9 11x? 
11520 


32256 58700” 


y’+ 


Ist der lineare Temperaturanstieg bzw. -abfall pro Längen- 
einheit auf der Ebene z = y gegeben durch », so ist wiederum 
A=wY2 zu setzen. 

Den Charakter dieser Lösung für die Umgebung des 
0-Punktes gibt Fig. 4, 8. 721. 

Hiermit soll die Berechnung spiegelsymmetrischer Strömungs- 
fälle mit nur aktiven Wänden abgeschlossen, nur einige Be- 
merkungen sollen noch angefügt werden. 

Die hier berechneten Fälle gestatteten die Durchführung 
der rekursiven Bestimmung der Koeffizienten unter gleichzeitiger 
Berücksichtigung und diagonalweiser Einrechnung der Rand- 


=) 
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bedingungen. Diese Fälle sind noch einiger Erweiterungen 
fähig, insofern, als an dem Verfahren generell nichts geändert 
wird, wenn statt der Ebenen z=+y, x=0 oder y=0 Be- 
grenzungsflächen y= cz, worin c eine beliebige reelle Größe 
ist, angewandt und an ihnen auch eventuell andere als linear _ 
verlaufende Temperaturen vorgeschrieben werden, etwa e-Funk- 
tionen oder dergleichen. 


A>0 


-> Strömungsrichtung, 
Kurven konstanter Temperatur, 
Kurven konstanten Druckes. 
r steigt mit positivem x, p mit negativem y. be Kein} 
Fig. 4. 


weitere Bemerkung betrifft die spiegelsymmetrischen 
Fille, bei denen an irgendwelchen Ebenen y = cz lineares 
Verhalten der Temperatur vorgeschrieben ist. Führt hier die 
Berechnung der Glieder ersten Grades der Doppelsummen zu 
= 9, #9 A, = 4, = = Boy 
so kommt man i. A. zu der trivialen Lösung u , 
da in ein C, „ Ausgangskoeffizient für 
höhere ZB, und 4A, ist und alle Rekursionsgleichungen und 
Randbedingungen bomogene Gleichungen für die zu bestim- 
menden Koeffizienten liefern. Diese Triviallösungen stellen 
eine stabile oder labile Temperaturschichtung dar, bei der die 
Temperatur für y = const. einen festen Wert hat. So führen 


beispielsweise die Randbedingungen 


Ä 
209: 
L 
Ax 
Jon 
B 
m 
8- 
e- 
8 
er 
d- 


B.Gimd: E 
Ay, Tly=0 = 0,20 = = 0 oder 
=t + 4y, tly =0 = To 0 

zu trivialen Lösungen, während z. B. die Fälle so 


+ AY, = Ty = = 0, 


220 + Ay, = + Bz, = = 90 und 


| 
= Ty + 42, und ähnliche 


zu nicht trivialen Verhältnissen führen. 

b) Strömungen mit strömungsaktiven und strömungspassiven 


Wandungen. 


Die Randbedingung für die Temperatur an wärme- 
undurchlässigen, passiven Flächen ist die Forderung des Ver- 
schwindens der Normalkomponente des Temperaturgradienten. 
Wir werden es im folgenden nur mit Ebenen zu tun haben; 
hier lautet unsere Bedingung für strömungspassive, ebene Wände 


(nz) + 008 (ny) = 0. 
Man erkennt leicht, daß die Erfüllung der Randbedingungen 
für Ebenen von der Gleichung y= cr wiederum bei jeder 
Diagonale geschehen kann. 

1. Als erstes Beispiel einer spiegelsymmetrischen Strömung 
mit einer passiven Wand behandeln wir den Fall, daß die 
Geschwindigkeit an den Ebenen y = 0 und y = x verschwindet. 
y=0 sei eine passive, r = y eine aktive Wand mit dem vor- 
geschriebenen Temperaturverlauf z|,-,=r,+ Ar. 

Die Randbedingungen fordern von den Koeffizienten für 


Or 
C,, =0 (wegen 


fir alle m=O, 

B,, = 9, A,,, = 9, für alle 
m+n=2k+1 m+n=2k+1 
=Oftrk>0, 
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Die Rekursionsrechnung liefert: 
27x? 2.5 3x? 8 13x? 7 = 
t T, + A {x + 96 64 zy + 192 y + \, ah 
3 1 3 et 
; 
x? 3 ,,3 13x? 2,,4 198x? 5 fü 
247x* 5 
Hierin enthalten v, und v, keine Glieder 9. Grades, p keine ———_ 
8. Grades und rt keine Glieder 7. Grades und es ist Be aoe 


Dieser Fall führt, obwohl die Konstellation derjenigen dhnlich = 
ist, die bei ausschließlicher Aktivität der Wände zu Triviali- es 

täten führte, nicht zu stabiler oder labiler Ruhe und horizon- — 
taler Temperaturschichtung, da diese nicht die Bedingung 


2|_,- 0 erfüllt. Das die Strömung in der 0-Punktsum- — 
gebung wiedergebende Orientierungsbild (Fig. 5, S. 724) zeichnet 
sich dadurch aus, daß die Kurvenschar r = const. die y-Achse 
orthogonal schneidet. 

An dieser Stelle sei eine Bemerkung eingefügt. Die Be- 
trachtungen, die wir angestellt haben, fußen restlos auf der 
Annahme, daß alle in Rede stehenden Funktionen v,, v,, r und 
p und deren Differentialquotienten stetige Funktionen sind. 


is 


A 
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Man wird erwarten, daß die dem soeben behandelten Fall ver- 
Or 
Oyly =0 
t, +Ay zu einer stationären Strömung führt. Beim rekur- 
siven Rechnen kommt man indessen zu Widersprüchen, da 
5 „„ für den der Ebene y= 0 angehörenden Punkt 
y= 
z=0,y=0 der Forderung r|,-o=r,-+ Ay widerspricht. 


2 t=1,+Azx, A>0 


¢ 


wandte Anordnung v|,.o=0, <0, 


! 
= 0, = 


—— > Strömungsrichtung, 
t = const., r steigt mit positiver 2-Richtung, Ber 
p = const., p steigt mit negativer y-Richtung, 
Fig. 5. 


Zl R weist für x = 0 eine Unstetigkeit auf, mithin kann der 

y= 

generelle Ansatz % „0 unter Annahme der Stetigkeit 
y= 

nicht zum Ziel führen. Analoge Verhältnisse weist der Fall 

auf, daß: 


_ 0, T, + Ax, = 0, Diy =0 = 0, 
desgleichen der Fall, daß La 


Or 


= 0, +42 =O, den, =O ist. 


z=—y 


2. Wir berechnen noch folgende spiegelsymmetrische 
Strömung: Die Geschwindigkeit möge an den Ebenen z = y 
und z= 0 verschwinden, die Wand z=y sei passiv, also 


a 
= 
= Or 
7 
On 
+ 
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Onlz= 
Die Randbedingungen für die Geschwindigkeit geben sich 
in den Koeffizientengleichungen wieder: 


An = 9, B,, = 9, | 


n+1 fir j = 0. 
= 0, B,, =0 | ür jedes 
mt+n=2k+1 m+n=2k+1 


=0, die Ebene x=0 sei aktiv mit der Vorschrift 


Die Randbedingung für die Temperatur für die Wand x = 0 
ist C,,, = 0 für a>1 nebst C,, = 4; für die passive Wand 
r=y “leitet sich folgende Relation ab: 

Ot -( Or , 


Diese Bedingung verknüpft nur Koeffizienten C, „ gleichhohen 
Grades und führt zu der Beziehung: aa oy 
g 

m+n=2k+1 


m = n nicht eintritt. 
Man erhält die u 


5x? 4,3 87x" 74 2 
— + sty" 
8 16 Y 
5x 5 19x? 


37x 
| 
ed sy? + Con | 


/ 
eat 
2 
hierl achten, daß wegen m + Bi 
f x x 9 
| OL 
ay 
3 
11000 
— 
3 


8x x 11x 

P=Po—9eoy + hu {— 16 16 y Sy) 


36364 


92160 
Das Orientierungsbild für die Umgebung des 0-Punktes ist 
hier das folgende: 
=n+4y,4>0 


on 


Strömungsrichtung, = const., -=-=- p = const. 
bai” t steigt in der positiven Richtung der Geraden x = y, 


Bann p in der negativen m y-Achse. 


Betrachtungen im Anschluß an die berechneten 
Strömungen (Modellregel). 


x Die Dimension des Faktors x = Aime 


ist die einer 


% 


negativen 4. Langenpotenz. Aus dem Rechenverfahren der er- 
mittelten Strömungen ersieht man, daß der Exponent von x stets 
um 1 steigt, wenn der Grad von z”-y" um 4 wächst; es be- 
steht mithin die Möglichkeit, durch geeignete Koordinaten- 


% 


al 
= 
AS 
| 
x 
| 
| 
aX 
| 
4 
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transformation Reihen für v,, v,, r und p zu gewinnen, welche 
die physikalischen Konstanten nur noch mittelbar enthalten. 
Setzt man nämlich 


4— 
y =Yx-y, 


so gehen unsere Lösungen in Ausdrücke der Form ü 


=) m+n=4p+3 x 
Vx p=0 m+n=4p+? 


Ohne Einschränkung kann man hier x > 0, also Vx reell an- 
nehmen, da man fiir x < 0 die Koordinatentransformation vor- oe 
nehmen kann, nachdem man das eventuell negative Vorzeichen 
von x" vor das ganze Glied a, ,-x?-2™-y" gesetzt hat. Die 
Koordinaten x’, y’ sind dimensionslos. Diese Reihendarstellung 
gestattet eine generelle Aussage über die Größe der Ge- 
schwindigkeit. Wir nehmen an, es existiere für unsere 
Lösungen in den z, y ein Konvergenzbereich, dessen Grenzen 
von x, also von den Konstanten der Substanz und 4 abhängig 
sind.!) Durch die Koordinatentransformation erhält man Reihen 
in den 2’, y, deren Konvergenzbereich nur von den rein 
numerischen Koeffizienten a,,..., abhängt. Für alle Sub- 
stanzen hat man also in den 2’,y’ denselben Konvergenzbereich, 


4 
x 


innerhalb dessen unsere Reihen die gréBten Werte ~~ 
© 
ey sos 
R,, = max | und analog R,,, 
p=0 m+n=4p+3 


R, und R, haben mögen; auch diese Größen A sind un- 


1) Das folgende gilt in noch umfassenderem Sinn, falls der Kon- 


vergenzbereich von x unabhängig sein sollte. 


Ä 
< 
at 
| 
4 
+ 
VDE 
4 
5 


ap abhängig von den physikalischen Konstanten der verschiedenen 
oR Substanzen. Innerhalb des Konvergenzbereiches ist demnach 


» 


Wir ersehen hieraus, daB unsere Voraussetzung kleiner Ge- 
schwindigkeit, unter der wir die Trägheit vernachlässigten, für 
Stoffe von geringer Wärmeleitfähigkeit'!) und solchen großer 
innerer Reibung erfüllt ist; auch Substanzen von geringer 
Wärmeausdehnung zeitigen langsame Bewegung, doch sind 
dies i. A. Erwägungen von nur formalem Interesse, da für 
jede Flüssigkeit alle Konstanten gegeben sind und uns eine 
Willkür in der Variation derselben nicht freisteht; maßgebend 
für die Größenordnung der Geschwindigkeit ist das Produkt 


u Yx; die Temperaturleitfähigkeit u dürfte insofern eine Aus- 
nahmestellung vor den anderen Substanzkonstanten einnehmen, 
als die vierte Wurzel aus x selbst für extreme Werte von x 
in normaler Größenordnung bleibt, sodaß extrem große oder 
kleine » von hervortretendem Einfluß auf die Geschwindigkeit 
sein dürften. 

Unsere Reihendarstellung in den 2’, y’ gibt bis auf die 
Faktoren bzw. Summanden vor den Summen für alle Sub- 
stanzen dasselbe Bild; das effektive Strömungsbild erhält man 


* 


dann durch Streckung gemäß z = = ,y= Die Er- 
f x 


kenntnis, daß es ein „Normalströmungsbild“ gibt, dargestellt durch 


p=0 
und analoge Formeln für v,’, z’ und p’, wobei widest 


’ A 0 2; f 


Wärmeleitfähigkeit 


~ "Dichte x epez. Wärme 


ode 
> 
Bi a 
En, 
ee 
AR 
a 
> 
] 
Gemäß 
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ist, ermöglicht eine Verknüpfung von Strömungen verschie- 
dener Substanzen bei verschiedenem A und damit eventuell 
eine Beurteilung experimentell unzugänglicher Fälle mit Hilfe 
anderer, im Experiment realisierbarer Strömungen. 

Betrachten wir zwei Strömungen (1) und (2) von gleicher 
räumlicher Konstellation, aber verschiedenen Konstanten 
th» Ay» 4, und 4,, ¥,, 4,, so entstehen ähnliche 
Strömungsbilder derart, daB für beide Strömungen die Aus- 
drücke 


Ve und Pot 
Ve 
an entsprechenden Stellen den gleichen Wert haben; zwei sich 
entsprechende Punkte (z,,y,) und (z,, y,) der beiden Strömungen 
hängen derart zusammen, daß 


ist, und für die Geschwindigkeit, die Temperatur und den Druck i 


ergibt sich: 
‘AE? 
wi 


4 
Tia) Ys) = To) + 4 V (Tu (z, »Yı) Tow) ’ 


Pa) Ya) = Pow) — I Pom Ya + ‘(Parle 


- Pow +9 Cow 
Sind nun für eine experimentell unzugängliche Strömung 
einer Substanz (2) die Konstanten u,, A,, y, und 4, bekannt, 
so kann man stets das A, für eine Strömung einer anderen 
Substanz (1) angeben, so daß die Koordinaten korrespon- 
dierender Punkte in gegebenem Verhältnis stehen. Da nim- 
lich die Beziehung z, Vx, = x, Vx, gilt, in der . 

A, 4 

Annalen der Physik. IV. Folge. 78 


{ 
b 
4 
7 
f 
5 
; 
ie 
= 


4 
anzusetzen, um der Forderung des gegebenen Verhältnisses 
_ a,/x, korrespondierender Punkte gerecht zu werden. 

; Mit diesen Betrachtungen gewinnt man also die Möglich- 
_keit, unter Umständen das Bild einer experimentell unzugäng- 
lichen Strömung, für die man die strömungsbestimmenden 
Konstanten u, A, y und A kennt, zu entwerfen, indem man zu 
einer anderen Substanz übergeht, die eine experimentelle 
Untersuchung der Strömung gestattet, und die hier bespro- 
_ ¢henen Transformationen durchführt — ein Verfahren, das 
zudem noch den Vorteil bietet, von dem Konvergenzbereich 
der Reihen unabhängig zu sein, da es gleichsam eine Art 
physikalisch-analytischer Fortsetzung darstellt. Die physika- 
lische Anwendbarkeit desselben hängt im wesentlichen davon 
ab, ob das für den gegebenen Maßstab z,/z, berechnete A, 
_ die physikalischen Voraussetzungen linearen Wärmeausdehnungs- 
verlaufs, Konstanz der Größen A, u, y usw. erfüllt und die 
Vernachlässigung der Flüssigkeitsträgheit gestattet. 

In Anlehnung an die von Boussinesq!) und Davis?) 
angestellten Betrachtungen leiten wir die allgemeine Modell- 
regel aus den Grundgleichungen unseres Problems für den 
Fall ab, daß wir die Trägheit der Flüssigkeit vernachlässigen. 
Es gilt ne 


Y ds A A | dx “Oy 0 

| dv, dr, _ ar 

Setzen wir ; 
(HY) = bv (zy), dv, (zy), 
T(Z,Yy) = cr(z,y), 


1) V. J. Boussinesq, Théorie analytique de la chaleur, 
p- 174 ff. 1903. 
2) A. H. Davis, Phil. Mag. 40. 8.692.1920. = 


ist, so braucht man für die Strömung (1) nur ET EEE | 
| 
7 
¥ 
> 
Ing 


& 

+ 
| 
Il 


ASE 


sofern man, wie eine einfache AR zeigt, 


setzt. Mithin genügen stets, d.h. für jedes « 
(3) „= d,= v, t= T #2) 


als Funktionen von # und ¥ den Gleichungen (2), wenn v,, vy 
und r die Gleichungen (1) erfüllen. Die Randbedingungen be- 
reiten bei dieser Transformation keine Schwierigkeiten, denn 
wegen durchgehender Voraussetzung stetigen Verhaltens von v 
und r verschwindet die Geschwindigkeit an entsprechenden 
Bereichsgrenzen und die Randvorschriften für die Temperatur 
gehen in Funktionen von entsprechend stetigem Verhalten über. 
Da das Gleichungssystem (2) keine Materialkonstanten mehr 
enthält, ist die Möglichkeit gegeben, die Strömungen ver- 
schiedener Substanzen von gleicher räumlicher Anordnung 
miteinander in Beziehung zu setzen und damit namentlich zu 
einer Strömung einer Substanz (1) die einer anderen Sub- 
stanz (2) von gegebenem maßstäblichen Verhalten ausfindig 
zu machen. es 
Um aus der Gleichung Wein 
— 99 (1-e(r— r)) +gradp = 0 
zu einer Modellregel für p zu gelangen, setzen wir zunächst Yu 
P=-9@y+p*; 
dann gilt, da g die Komponenten gy, = 0, 9, =—g hat, die 
folgende Gleichung: 
(4) 0, @(t — + gradp* + Adv =0; 
setzen wir p* = d-p* und gehen hiermit und mit den Rela- 
tionen (8) in Gleichung (4) ein, so genügen 5, 7 und p* der 
Gleichung: 


he 


0, 


rs 
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sofern man 


~ 

setzt; mithin gesellt sich zu den Transformationen- (3) noch 

die folgende: 
{ + = * 
5. Der Doppelsummenansatz 


unter Berücksichtigung der Flüssigkeitsträgheit. 
1. Unsere ursprüngliche, die Trägheit der Flüssigkeit 
berücksichtigende Bewegungsgleichung war?) 
90, (1— «(r — r,)) — grad (p + er) +AAv+,[v rotv] = 0. 
Bildet man hiervon wiederum die Rotation, so erhält man bei 
Berücksichtigung von divv = 0 

+ «o,[ggrad 7] + A Arotv — o, (v grad)rotv =0 , 
in Komponentenform 

+ 

hierin ist y = &9,9. 
In diese Gleichungen führen wir die Doppelsummen (4), (B) 

und (C)?) ein und erhalten für m > 1: 


ptr=m+1 
6 By, + 2(n+1)(n+2) B, — (n+1)(n+2)(n +3) A, 
| ob m 22 (4,,,B A, , Bo,.) 
+ — 1) gg — 1) 
g+s=n+2 


2) Vgl. 8. 702. 


| 
. 
Er: 
| 
| 
: 
= 
. 


fir m = 0 sagt diese Rekursionsgleichung über die höheren 
Koeffizienten wiederum nichts aus. 

Die auf der rechten Seite der Gleichungen auftretenden 
Koeffizienten stehen mindestens eine Diagonale unter den zu 
berechnenden re Koeffizienten, da die Indexquersumme 
der Produkte 4,,-B,, (m+ n'+1) ist und 4,, = B,, = 0 
ist. Für unsere ‘oben berechneten Fille, in denen v, und v 
erst mit dem 3. Grad beginnen, ergibt sich unmittelbar, d 
der Einfluß der Trägheit sich erst bei der Berechnung des 
7. Grades von v, und v, bemerkbar macht. 

2. Als Beispiel hierzu soll einer der oben behandelten 
Fälle mit Berücksichtigung der Trägheit durchgerechnet werden, 
um Betrachtungen über den Einfluß derselben an einfachem 
Beispiel anstellen zu können. Hinsichtlich der im 3. Kapitel 
(8. 705—711) berechneten Strömungen, bei denen v, = 0 ist, 
zeigt eine einfache Überlegung, daß in ihnen die Strömungs- 
verteilung durch die Trägheit nicht beeinflußt wird. Da 
nämlich v, = f(x) und v, = 0 ist, verschwindet das der Flüssig- 
keitsträgheit Rechnung tragende Glied (vgrad)v, wie es aus 
der Definition dieses Vektors unmittelbar hervorgeht. 

Als Beispiel berechnen wir die auf S. 713—715 behandelte 
Strömung mit nur aktiven Wänden, den Fall, daß 
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<0 = To ™% + 4r 
ist. 
Man erhält die Lösung: b 
gi 


1 


(sa + ale 


= 


11 Got 17 11 


8 22278 


4 


| 
Ls 
} 
1% N 
Ari 
ole 
& 
£ 
+...) 
= 


Die Berechnung des hydrostatischen Druckes geschieht analog 
dem auf S. 704 angegebenen Verfahren, durch welches man 


2 
Resultat noch er abzuziehen, um zu p selbst zu gelangen. 

Im Hinblick auf die im Anschluß an dieses Beispiel an- 
zustellenden Betrachtungen sei noch bemerkt, daß die durch 
die Trägheit in die B, und 4,,, des 11. Grades gelangenden 
Anteile die physikalischen Faktoren u bzw. u» 
aufweisen. 

3. Es ist evident, daß sich hier die Koeffizienten in physi- 
kalischer Hinsicht nicht mehr so einfach aus den Material- 
bzw. Versuchskonstanten zusammensetzen wie in den friheren 
Rechnungen, und aus diesem Grunde ist eine einfache Dar- 
stellung der Lösung nicht ohne weiteres möglich, doch führt 
folgende Betrachtung zu einer Übersicht über den Organismus 
der entstehenden Reihen. 


Der Ausdruck o = er ist dimensionslos. An Stelle der 


x” treten in den v,, v,, r und p jetzt offenbar alle möglichen 
7 = Konstanten der Form 0’. x” auf, wobei ¢ alle positiven ganzen 
Zahlen von 0 bis (p — 1) durchläuft. Dies kann man durch 
vollständige Induktion zeigen. Bis zu einem gewissen Grad 


(p + ee) erhält; man hat also von dem aus ihm gewonnenen 


(4h + 1) mögen in den C, die Kombinationen 
(1.Grad) A, 


(9. Grad) Ax F Aax? 4 


und inden A, „und B, „die Kombinationen bis zum (44 — 1).Grad 
(da der (4A + 1). Grad in v, und », nicht existiert) 


(3. Grad) ux , 
(7. Grad) px, non? ’ 
((4h — 1). Grad) pe, pow, po 


auftreten. 


r 
bil; 
ee 
((4h +1). Grad) Axt, Ao? 
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Setzt man die Ermittlungsgleichungen für die B,,, und 


A, des (4h + 3). Grades an, so entstehen Kombinationen des 
Typus 


p=0,1,2,...(h-1) sowie 
mit u = 0,1, 2,...(s — 1) nebst 
r+s= h +1 
mithin, wenn man beachtet, dab x = und = i 


h+i 


durch entsprechende Betrachtungen kommt man für tr zu dem 
Faktortyp do'-x'**, ¢=0, 1, 2,...h und für pzuAu-o'.x" 


t=0, 1, 2,....(2—1). Unsere Doppelsummen können wir Pout | 
somit in der Form darstellen 
we, 
«, -»|> > = > ’ 
en (mtn \p=0 
=4r +3) 


und entsprechende Ausdrücke!) für v,, r und p, in denen 
b c und d reine Zahlen sind, lediglich 


mn,p? “m,n, p? m, 

bedizet darch die. Rekursionsgleichungen und die Randvor- 
schriften. Man überzeugt sich leicht, daß durch das Auftreten der 
Produkte 4,,B,, in II’ an der Tatsache, daß nur 4, ,,B, 
existieren, für die m +n = 4k-+ 3 ist, nichts geändert wird. 
Wir nehmen an, bis zu einem gewissen Grad (4h + 3) 
existierten nur 4,, und B,, mit m+n=4r+3. Setzen 


gl jetzt die Rekursionsgleichungen II’ für die pächsthöheren 


„und B, „an, die also die Quersumme (4% + 5) der Indizes eit 3 
so ist in den Koeffizientenprodukten 4, -B,, die Index- 


quersummep+g+r+s=4k+4= 4(k + 1). Da nun diese 
Zahl nur auf diese Weise 
4(k + 1) = (4p + 8) + (49g + 1) 
in ungerade Zahlen zerlegbar ist und Koeffizienten mit 
m = n=4q+1 unter den tieferen, bekannten Koeffizienten 
und B_, nicht existieren, müssen die Koeffizienten der 


4k+5=4(k+1)+ 1 wegen Homogenität der 


— 


1) Vgl. S. 727. 
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sie bestimmenden Gleichungen verschwinden. Eine analoge 
Überlegung zeigt, daß lediglich die C,,,, existieren, für die 
m-+n= 4k +1 ist. 


Aus o= ae = => , worin w die Wärmeleitfähigkeit und 


ce die spez. Wärme bedeutet, ersieht man, daß der Einfluß der 
Trägheit mit fallendem u, d.h. auch mit fallendem w, oder 
mit wachsendem A abnimmt; die unter der Voraussetzung ver- 
schwindenden Trägheitseinflusses berechneten Lösungen gehen 
aus den hier angegebenen Reihen hervor, indem man o = (0) 
setzt; inwieweit diese Vernachlässigung berechtigt ist, zeige 
folgende Tabelle, in der für jede Substanz auch ihr Wert von 
x angegeben ist:') 


Substanz Temperatur u * 
Quecksilber 15° 37,72 3399 A 
let... 15—80° 1,192 188 A 
Wasser. . 20—25° 0,1349 12840 A 
Olivenöl . 18° 0,0007 854,2 A 


Die auf S. 726—732 angestellten allgemeinen Betrachtungen 
über Normalströmungsbilder kommen hier nicht mehr in Be- 
tracht; die Möglichkeit der maßstäblichen Verknüpfung zweier 
Strömungen ist in der auf S. 726—732 besprochenen Weise nur 
dann gegeben, wenn man Strömungen derselben Substanz ins 
Auge faßt, oder wenn die beiden Stoffe dasselben o haben. So 
einschränkend die letztere Voraussetzung erscheinen mag, so 
ist sie eventuell für experimentelle Arbeiten?) doch nicht ohne 


1) Die Werte der Konstanten w, }, a, c, @, sind den Tabellen in 
Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik und Landolt-Börn- 
stein, Tabellen entnommen. 

2) Für meteorologische Untersuchungen dürften diese Modellregeln 
kaum in Frage kommen, da für Fälle z. B. linearen Temperaturverhaltens 
auf den Wandungen schon bei einer maßstäblichen Verkleinerung eines 
Strömungsbereiches von nur 100:1 = a,:a, bei gleicher Substanz gemäß 

_ { a, \* _ u a, 1 

4,= (2). 4, 100 
der im Experiment anzuwendende Linearitätsfaktor A, 100‘ mal so groß 
sein muß als das A, des in der Natur betrachteten Bereiches, sodaß 
der Bereich des linearen Verhaltens der Wärmeausdehnung weit über- 
schritten wird. Andererseits dürfte sich zu Luft, dessen o ungefähr = 1 
ist, kaum eine Substanz finden lassen, deren o ebenfalls = 1 ist und 
diese extremen Verhältnisse genügend mildert. 


=} 
« 
= 
g 
- 
2 
ree 
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Wert, zumal es möglich ist, daß zwei Substanzen wesentlich 


A 

Auch bei Berücksichtigung der Trägheit der Flüssigkeit 
läßt sich die Modellregel leicht aus den Differentialgleichungen 
direkt ableiten.!) Die Gleichungen des Problems sind hier: 


verschiedenes — = ts , aber hinreichend gleiches o aufweisen. 


Die Transformation az, 


(z,y), 0, (2,7) = v, (z,y); 


» t (z, 7) = Cc: t(z, Y) 


In diesem Fall ist die Möglichkeit einer Modellregel nur 
bei Substanzen gegeben, für die o,-u/A denselben Wert hat. 
Ist dieser nicht = 1, sondern allgemeiner = o, so tritt an die 
Stelle der transformierten Bewegungsgleichung die folgende: 


CH; 08 05, 
4 (53 A, — 0, =0. 
4, Eine besondere Bemerkung gelte hier den sogenannten 
reibungsfreien Flüssigkeiten. 
Bei der Behandlung vieler hydrodynamischer Probleme 


setzt man den Faktor der inneren Reibung = 0, da die 
Flüssigkeitsreibung auf die betreffenden Effekte von ver- 


Ann. 54. 456ff, 1917. 


4, 


- - 40, —v, = 0, : 
Ox + Oy 0 + dy? 
= 
| ++4 0, 40, +6,40,=0, 
az ay = 0; 4= ax + 
1 y 0. u 
| 
| 
£ 
- 
1 
+ 
d 922; vg 8. oe a 


B. Gindel. 


schwindendem Einfluß ist, und spricht demgemäß von reibungs- 
freien Flüssigkeiten. Diese Qualität der Reibungsfreiheit ist 
indessen offenbar nur von relativer Bedeutung, und nur in 
Problemen, in denen die Auswirkung der inneren Reibung als 
ein upwesentliches Accedens zu dem wesentlichen Effekt hin- 
zutritt, ist man berechtigt, Substanzen hinsichtlich bestimmter 
physikalischer Phänomene durch 4 = 0 zu idealisieren. 

In dem hier behandelten Problem spielt die Erscheinung 
der Flüssigkeitsreibung eine wesentliche Rolle, sie ist in unseren 
stationären Strömungen untrennbar mit den Phänomenen der 
Wärmeleitung, Wärmeausdehnung und Fallbeschleunigung ver- 
bunden, und ihr Einfluß tritt durchaus nicht als Korrektion 
zu einem von ihren Einwirkungen qualitativ unabhängigen Effekt. 
Mathematisch-physikalisch spiegeln sich diese Verhältnisse in 
dem Auftreten der Größe A in den Konstanten x und o wider; 


in x= Aime und ¢ = sind alle Materialkonstanten mit- 


einander verkettet, und die Kleinheit von A allein läßt keine 


Schlüsse über die Strömung zu. : 


Sire ee 6. Betrachtungen über andere in Frage kommende 


Lösungsmethoden. 


Im folgenden soll kurz über Lösungsversuche berichtet 
werden, die nicht zum Ziel geführt haben, die aber die wesent- 
lichen Schwierigkeiten erkennen lassen, welche die Behandlung 
der Differentialgleichungen unseres Typus bietet. Zunächst 
sei darauf aufmerksam gemacht, daß infolge des Auftretens 
quadratischer Glieder in den Differentialgleichungen die in der 
Physik bei homogenen linearen Differentialgleichungen vielfach 
anwendbare Methode der Separation der Variablen und der 
Aufstellung von partikulären Lösungen nicht mehr in Frage 
kommt. So bleiben im wesentlichen nur die Wege der Re- 
kursionsmethode und des Iterationsverfahrens. 

Bei quadratischen Differentialgleichungen kommen für die 
Rekursionsmethode als Entwicklungselemente nur solche in 
Betracht, deren Produkt wiederum auf dieselben Elemente 
führt, mithin Potenzen, Exponentialfunktionen und aus diesen 
beiden kombinierte Glieder, auf die wir hier kurz eingehen 
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1. Hinsichtlich des Ansatzes, nach Gliedern z™-y" zu 
entwickeln, erübrigt sich jede weitere Würdigung. 


2. Eine Entwicklung nach den gemischten Gliedern x” . e”, 
bzw. y™-e"* liefert bei m=0, "= 0 für die quadratische Dif- 
ferentialgleichung keine Rekursion, da in den Koeffizienten- 
relationen die zu demselben x”-e"¥ bzw. y”.e”= gehörigen Koef- 
fizientenprodukte in nicht mehr endlicher Anzahl auftreten. 
Mit dem Ansatz eines lediglich positiven z ist keine Symmetrie 
hinsichtlich der y- bzw. x-Koordinate zu erzielen; um Sym- 
metrieforderungen gerecht zu werden, hat man an Ansätze zu 
denken, in deren Glieder Kombinationen von e-Funktionen 
auftreten. Eine Entwicklung nach 2z"-Ginny, z"-sinny 
ws fir m=0, n=O gestattet nun zwar die Darstellung 
symmetrischen Verhaltens, doch, ganz abgesehen von der 
Möglichkeit, überhaupt eine Rekursion gewinnen zu können, 
führt die Erfüllung der Randbedingungen auf mindestens 
ebensogroße Schwierigkeiten wie der Ansatz in Potenzen 
kartesischer Koordinaten. 


3. Auch die Entwicklung nach Elementen 
Sin(mx + ny), sin(mz ny) usw. führt nicht zu günstigeren 
Konstellationen. 


e 


Zusammenfassend kann man sagen, daß die Möglichkeit, 
überhaupt zu einer Rekursion zu gelangen, sehr gering ist 
und daß sie, abgesehen von der Entwicklung nach 2”-y", im 
wesentlichen nur da gegeben ist, wo physikalische Problem- 
forderungen nicht mit den Einschränkungen vereinbar sind, 
unter denen man ein Rekursionssystem aufstellen kann. Auch 
bei den naheliegenden Ansätzen in Polarkoordinaten begegnet 
man denselben Schwierigkeiten. 


Auch Iterationsversuche führen zu recht komplizierten 
Verhältnissen. Es sollte versucht werden, die Strömung in 
einem unendlich langen, horizontalliegenden Kreiszylinder, an 
dessen Oberfläche eine symmetrische Temperaturverteilung ge- 
geben ist, ferner die Strömung in einem unendlich langen 
liegenden Gefäß von rechteckigem Querschnitt zu ermitteln, 
an dessen beiden Vertikalwänden zwei verschiedene konstante 
Temperaturen vorgeschrieben und dessen Horizontalwände 
wärmeundurchlässig sind. Zunächst kam in Betracht, eine 
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einfache plausible Geschwindigkeitsverteilung zu suchen, welche 
die Randbedingungen befriedigt und die evidente Symmetrie 
aufwies, um dann durch Verbesserung den Forderungen der 
Differentialgleichungen iterativ gerecht zu werden. Solche 
plausible Ansätze für die Geschwindigkeit scheinen indessen 
nicht in einer zur tatsächlichen Durchführung von Verbesse- 
rungen geeigneten Form angebbar zu sein. So wurde dieser 
Weg rein mathematischer Iteration verlassen und ein anderer 
beschritten, den man etwa den Weg der physikalisch-iterativen 
Approximation nennen könnte. Es sollten zuerst Strömungen 
ermittelt werden, bei denen eine große Wärmeleitfähigkeit, 
verbunden mit großer innerer Reibung der Substanz, für 
eine Temperaturverteilung sorgt, welche annähernd der Glei- 
chung Ar = 0 genügt, da bei diesen Strömungen der konvektive 
Wärmetransport wegen der Kleinheit der Geschwindigkeit 
vernachlässigt werden kann. Für den Fall des rechteckigen 
Gefäßes wurde r=r,-+ az angenommen und versucht, die 
Geschwindigkeitskomponenten aus der Bewegungs- und Diver- 
genzgleichung in Anlehnung an das in der Elastizitätstheorie 
bekannte St. Venantsche Verfahren zu gewinnen, um dann 
auf Grund der errechneten Geschwindigkeit vermöge u dr 
— (bgradr) = 0 eine neue Temperaturverteilung zu ermitteln 


Suey und durch Wiederholung dieser Schritte zu Annäherungen 
eat auch für Fälle nicht extremer Wärmeleitungs- und Reibungs- 
pe verhiltnisse zu kommen. Schon bei der ersten Approximation 
oe stellen sich indessen groBe Schwierigkeiten ein, zumal die 
er: trfüllung der Randbedingungen in Analogie zur St. Venant- 
sehen Methode nicht ohne weiteres möglich ist. 


SchluB. 
4 


Ehe wir an eine kurze Zusammenfassung unserer Be- 
trachtungen gehen, haben wir noch der Frage nach der Kon- 
vergenz der Reihen zu gedenken. Der Konvergenzbeweis 
bietet bei dem komplizierten Rekursionssystem, das wir vor 
uns haben, begreiflicherweise ganz wesentliche Schwierigkeiten, 
und diesbezügliche Überlegungen haben zu keinem greifbaren 
Resultat geführt. Angesichts der vielen Freiheiten, welche die 
lediglich den Rekursionsgleichungen genügenden Reihen ent 
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halten, erscheint es höchst unwahrscheinlich, den Konvergenz- 
beweis allgemein, unter gewissen Voraussetzungen über die 
Werte der freien Koeffizienten führen zu können; aber auch 
in speziellen Fällen, soweit sie nicht wie die im 3. Kap. 2. u. 3. 
behandelten eine Zusammenfassung der Reihen gestatten, ist 
eine Abschätzung kaum möglich. Es führt zu weit, hier über 
alle Versuche zu berichten, die in dieser Richtung unternom- 
men wurden; sie führten alle zu keinem Beweis. Die physi- 
kalische Plausibilität der unter der Voraussetzung der Kon- 
vergenz gewonnenen Strömungsbilder macht es wahrscheinlich, 
daß die für die betrachteten Spezialfälle berechneten Reihen 
in einem bestimmten Bereich konvergieren, und läßt die physi- 
kalischen Konsequenzen, die wir aus den Lösungen zogen, 
wohl hinreichend gerechtfertigt erscheinen. 

Wir fassen zusammen. Nachdem wir- in dem ersten 
Kapitel die das Problem beherrschenden Gleichungen unter 
Vernachlässigung physikalisch im allgemeinen unwesentlicher 
Erscheinungen wie Kompressibilität, Strahlungswirkungen und 
nicht exakt lineares Verhalten der Wärmeausdehnung abgeleitet 
hatten, gingen wir auf die trägheitsfreie Strömung ein, die bei 
Substanzen von großer innerer Reibung und kleiner Tem- 
peraturleitfähigkeit und damit kleiner Wärmeleitfähigkeit an- 
nähernd realisiert erscheint. Wir suchten Fälle auf, bei denen 
eine Geschwindigkeitskomponente identisch verschwindet; bei 
ihnen war sogar die Möglichkeit einer Darstellung der Lösung 
mit Hilfe trigonometrischer und hyperbolischer Funktionen 
gegeben. Sodann berechneten wir Strömungen mit strömungs- 
aktiven und strömungspassiven Wandungen, die eine übersicht- 
liche Rekursions- und Randbedingungsrechnung gestatteten. 
Hierbei ergaben sich Lösungen, die es ermöglichten, jedes 
Strömungsbild, bei dem die Trägheit eine unwesentliche Rolle 
spielt, aus einem Normalströmungsbild mit Hilfe einfacher 
Maßstabsoperationen zu gewinnen und damit auch experi- 
mentell unzugängliche Strömungen eventuell durch Vergleich 
mit anderen, versuchstechnisch zugänglichen zu untersuchen. 
Wesentliche Einschränkungen in dieser Hinsicht stellen sich 
ein, wenn der Einfluß der Trägheit der strömenden Substanz 
nicht vernachlässigt werden kann. Die rekursive Rechnung 
bietet wenig neue Schwierigkeiten, indessen führt sie zu 
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Lösungen, die prinzipiell nicht mehr die Einführung einer 
Normalstrémung gestatten, da die durch die — ein- 
Materialkonstante 


_ Temperaturleitfihigkeit x Dichte 

die Gewinnung einer von der Substanz nur mittelbar ab- 
hängigen Reihendarstellung unmöglich macht. Ein maßstäb- 
licher Strömungsvergleich ist hier nur bei Strömungen des- 
selben Stoffes oder Substanzen von gleichem o möglich. 


I Die Anregung zu dieser Arbeit ging von Hrn. Professor 
i Dr. E. Madelung aus, dem ich auch an dieser Stelle fir 
2 seine freundliche Unterstützung und Beratung meinen er- 
gebensten Dank ausspreche. 
TORE 
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Die anschauliche Wehen gestattet eine Deutung der 
bis jetzt bekannten Versuche über die Lichtgeschwindigkeit 
und die Elektrodynamik bewegter Medien durch die Annahme, 
daß der Äther, als der Träger dieser Erscheinungen, an der 
Erdoberfläche an den Translationsbewegungen der Erdkugel 
teilnimmt, im fernen Himmelsraum hingegen im Mittel als 
relativ zum Fixsternsystem ruhend angesehen werden kann.!) 
Es scheint bei einer derartigen Auffassung geboten, zu ver- 
suchen, ob sich die relative Bewegung dieser beiden Äther- 
systeme, wie sie uns in der Aberration?) so deutlich entgegen- 
tritt, nicht auch noch in anderen Erscheinungen beobachten 
läßt. Im Hinblick auf diese Fragestellung waren seinerzeit 
Interferenzversuche mit dem Lichte außerirdischer Licht- 
quellen unternommen worden.®) Andererseits scheint es nicht 
aussichtslos in größerer Entfernung von der Erdoberfläche nach 
solchen Einflüssen zu suchen, da ein Übergang von dem einen 
System in das andere bei wachsender Entfernung von der Erd- 
oberfläche stattfinden muß, wobei möglicherweise die uns der- 
zeit erreichbaren Höhen bereits zum Nachweis einer genügen- 


—— 


1) Vgl. P. Lenard, Über Äther und Uräther (Verlag Hirzel). 

2) P. Lenard, Ann.d. Phys. 78. S.89. 1923; R.Tomaschek, Ann.d. 
Phys. 74. 8.136. 1924; Ztschr.f. Phys. 82. 8.397. 1925; P. Lenard, Astron. 
Nachr. 5373. Die gegen diese Auffassung (z. B. von H. Thirring) erhobenen 
Einwände können nicht als stichhaltig betrachtet werden, zumal ihnen 
sämtlich der Nachweis mangelt, daß ihre Ableitungen sich nicht auf ein 
bevorzugtes Koordinatensystem stützen. Es erscheint daher nicht not- 
wendig hierauf weiter einzugehen. 

8) R. Tomaschek, Ann. d. Phys. 73. 8. 105. 1924. 
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den Wirkung ausreichen könnten.!) In dieser Absicht wurden 
die im folgenden mitgeteilten Versuche unternommen. 

Die Beobachtungen erfolgten in der Zeit von August bis 
November in verschiedenen Höhen, und zwar zunächst im 
radiologischen Institut der Universität Heidelberg (120 m). 
Als zweiter Beobachtungsort wurde die Königstuhlsternwarte 
gewählt (570 m), wo ein ganz freistehendes Bretterhäuschen 
zur Verfügung stand und wo vor allem auch das Verhalten 
der Apparate bei Änderung der Aufstellung geprüft werden 
sollte. Die Hauptversuche wurden schließlich im Laufe des 
Oktober am Jungfraujoch in 3457 m Höhe vorgenommen in 
einem etwa 5m von einer 80 m hoch ziemlich steil ansteigen- 
den Felswand entfernten, aus Holz gebautem Raum. 


Es wurde einerseits auf eine durch eine etwaige Äther- 
strömung hervorgerufene, magnetische Wirkung eines ge- 
ladenen, relativ zur Erdoberfläche ruhenden Kondensators und 
andererseits auf die in einem solchen Falle zu erwartenden 
Drehkraft geprüft, wobei besondere Sorgfalt darauf verwendet 
wurde, eine möglichst große Empfindlichkeit der Anordnungen 
zu erzielen. 


sd, Magnetisches Feld eines relativ zur Erde ruhenden 
en Kondensators in großer Höhe. 


Der eine Ladungsdichte » besitzende Kondensator würde 
bei einer Geschwindigkeit v relativ zum umgebenden Äther 
ein magnetisches Feld 4rrnv normal zur Bewegungs- und 
Kraftlinienrichtung hervorrufen.?2) Einen Nachweis des ma- 
gnetischen Feldes hat bereits W. C. Röntgen?) versucht (in 


& 


1) Hierauf scheinen tatsächlich die in etwa 1750 m Höhe von Herrn 
D.C. Miller ausgeführten Interferenzversuche zu deuten. Proc. Amer. 
Acad. 11. S. 306. 1925. Vgl. jedoch die Bemerkungen auf S. 755 des Vor- 
liegenden. 

2) Über die von einem mitbewegten Beobachter hierbei feststell- 
baren Wirkungen, vgl. H. A. Lorentz, Elektrische und optische Er- 
scheinungen in bewegten Körpern, 2. Auflage (1906), Teubner. Da nach 
der hier vertretenen Ansicht bis jetzt noch kein Versuch im Ätherstrom 
unternommen worden ist, andererseits alle Versuche mit tatsächlicher 
Relativbewegung gegen den Erdäther bisher ein positives Resultat er- 
geben haben, erscheint gerade die Ausführung obigen Versuches von be- 
sonderer Wichtigkeit. 

3) Wied. Ann. 35, S. 26. 1888. AEA 
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einer Höhe von 177 m ii. M.), ohne eine für seine Anordnung 
merkliche Wirkung nachweisen zu können. 


Die im vorliegenden benutzte Anordnung war folgende: 
Der Kondensator bestand aus zwei 4mm dicken Messing- 
platten, von denen die obere 18cm, die untere 14cm Durch- 
messer hatte. In die obere Platte war an ihrer Oberseite eine 
kreisförmige Vertiefung von 9cm Durchmesser eingedreht, so 
daß die Dicke der Platte dort nur 1 mm betrug und die Magnet- 
nadel möglichst nahe an das Kondensatorfeld gebracht werden 
konnte. Das astatische Magnetnadelpaar befand sich in einem 
zylindrischen Messinggehäuse, welches in die Vertiefung der 
oberen Platte eingeschraubt war. Die Länge der zylindrischen 
Nadeln betrug 7,92 bzw. 7,94 cm; ihr Durchmesser 0,123 cm; 
ihre magnetischen Momente 94,7 bzw. 98,2 CGS., ihre gegen- 
seitige Entfernung 19,0 em. Die Aufhängung erfolgte in kleinen 
Bügeln aus Aluminiumblech, die mit Schellack an einer Glas- 
kapillare befestigt waren. Das System hing an einem 47 cm 
langen Kokonfaden, der im Inneren eines auf das Gehäuse 
aufgesetzten Messingrohres lief. Dieses besaß zur Beobachtung 
des Spiegels einen etwa 2qem großen Ausschnitt, der durch 
einen mit Glasplatte verschlossenen Messingtrichter elektro- 
statisch geschützt war. Es war auf strengste Vermeidung von 
Lötstellen und des Zusammentreffens verschiedener Metalle 
geachtet, so daß ein Wärmeschutz des oberen Messinggehäuses 
mittels eines zwischen Papier befindlichen Wattemantels in 
den meisten Fällen ausreichte. Bei Beobachtungen unter un- 
günstigen Temperaturbedingungen konnte über den ganzen 
Apparat ein Pappkasten gesetzt werden, während der Apparat 
unten auf einer Filzplatte, die Ausschnitte für die Füße des 
Apparates trug, stand. Der ganze obere Teil des Apparates, 
an dem auch die Füße eingeschraubt waren, war stets geerdet. 


Die Astasierung erfolgte nach einigen anfänglichen Schwie- 
rigkeiten in befriedigender Weise in Erweiterung einer von 
Siemens angegebenen Anordnung durch einen um die äußere 
Wattehülle gelegten ausgeglühten Weicheisenring aus etwa 
8mm starkem Draht, dessen Enden 1 cm übereinander griffen. 
Durch vorsichtiges Heben und Senken des Drahtes zwischen 
den Magnetnadeln konnte in gewissen Grenzen die Schwingungs- 
dauer verändert, durch Drehen des Drahtes die Ruhelage ein- 
gestellt werden. Die ganze Schwingungsdauer des astasierten 
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Systems variierte bei den Versuchen zwischen 30—50 Sekunden. 
Das Torsionsverhältnis betrug bei 27 Sek. Schwingungsdauer 
0,0043. 

Die Ablesung erfolgte mit Fernrohr und Skala bei einer 
Entfernung von 1,5—2 m. 

Die Befestigung der unteren Platte erfolgte, wenn Luft 
als Dielektrikum benutzt wurde, durch Quarzröhrchen, welche 
die Schrauben, mit denen die untere Platte an der oberen 
hing, isolierten, oder im zweiten Falle, daß Schwefel als Di- 
elektrikum benutzt wurde (in Form einer gegossenen Platte 
von 18cm Durchmesser und 1,5cm Dicke) durch Messing- 
klammern, welche an der Unterseite der unteren Platte durch 
Hartgummischeiben isoliert waren. Die Entfernung der Kon- 
densatorplatten betrug 2 cm mit Luft und 1,5 cm mit Schwefel 
als Dielektrikum. Die Isolation war im allgemeinen so gut, 
daß während der Dauer einer Versuchsreihe die Spannung 
nicht merklich abnahm. Diese wurde mit einer kleinen In- 
fluenzmaschine, unter Parallelschaltung einer großen Leydener 
Flasche, erzeugt und betrug 10000 bis 15000 Volt. Ihre 
Messung erfolgte durch ein Funkenmikrometer, indem nach 
Beendigung der Messung die Kugeln desselben bis zum Über- 
springen des Funkens genähert wurden.!) 

Zur Feststellung der Empfindlichkeit der Anordnung 
wurden mehrere Stromschleifen benutzt. Die später haupt- 
sächlichst benutzte bestand aus drei parallelen je 6 cm breiten 
Stanniolstreifen, die über eine 2 cm dicke Glasplatte von 18 cm 
Durchmesser an der Ober- und Unterseite parallel geführt und 
aufgeklebt waren. Der Zwischenraum zwischen den Streifen 
betrug 1 mm. Die Zuleitungen zu dieser Scheibe und die Ver- 
bindungen der einzelnen Streifen untereinander waren so ge- 
führt, daß sich ihre magnetischen Wirkungen nach Möglichkeit 
kompensierten, was auch, wie Versuche mit verschiedenen Ver- 
änderungen derselben zeigten, befriedigend erreicht war. Es 
wurden außerdem noch andere Scheiben verschiedener Dicke 
ausprobiert, ebenso ein Stab von 7cm Breite, 1,5cm Dicke 
und 1m Länge, der mit Stanniol überklebt als Stromschleife 
diente. Mit Hilfe dieser Scheiben, welche zwischen die Kon- 


1) Die entsprechenden Spannungswerte wurden den Tabellen von 
Landolt-Börnstein, 5. Auflage entnommen, wobei der bei den Ver- 
suchen in großen Höhe verminderte Luftdruck in Betracht gezogen wurde. 
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densatorplatten durch diinne Glimmerplatten isoliert gebracht 
wurden, konnte ein der etwa vorhandenen Relativverschiebung 
der Ladungen gegen den umgebenden Äther äquivalenter Strom 
geschickt und so die Empfindlichkeit der Anordnung bestimmt 
werden. Die Versuche wurden in mannigfacher Weise variiert. 
Im Mittel ergab sich die Empfindlichkeit der Anordnung sowohl 
bei 1,5 als auch bei 2cm Plattenabstand zu etwa 5 Sklt./m 
für eine Stromdichte von 1:10 Wb/em.!) Die Beobachtungs- 
bedingungen an allen drei Beobachtungsorten waren so giinstig, = 
daß eine Wirkung von 0,5 Sklt. für eine Skalenentfernung von => 
2m noch gut nachweisbar war, was einer Stromdichte von 
Wb/em entspricht. 

Die auf Grund einer etwaigen Relativbewegung zu er- — 
wartenden Effekte ergeben sich in folgender Weise. Die Strom- _ 
dichte ist gleich »-v oder für die angegebenen Versuchs- 
bedingungen genügend genau gleich 270.8) Für die Ver- 
suche mit Luft als Dielektrikum waren die Daten e=1; 
d=2cm; V=40CGS., also die Stromdichte = 5,8-10-10 
«vd Wb/em. Es hätte demnach auf diese Weise noch eine Re- 
lativgeschwindigkeit v = 10‘ cm/sec = 100 m/sec nachgewiesen _ 
werden kénnen. 

Die Versuche mit Schwefel als Dielektrikum ergeben _ 
e=8,6%); d=1,5em; V=40CGS8., die Stromdichte also 
= 2,55-10-°-v Wb/em. Es wäre also v = 20 m/sec noch gut 
merklich gewesen. 

Die Beobachtungen wurden so vorgenommen, daß nach 
Einstellung der Magnetnadel in einer bestimmten Richtung 
und genügender Astasierung die Empfindlichkeit der An- 
ordnung bestimmt wurde.*) Nach genügender Beruhigung der 
Magnetnadel wurde 2 Minuten hindurch alle 80 Sekunden ab- 
gelesen, dann der Kondensator etwa 80 Sekunden lang ge- 
laden, dann die Maschine abgeschaltet, während der Konden- 
sator unter Spannung blieb, dreimal in Zwischenräumen von __ 
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1) 1 Weber = 1 Ampere. Vgl. P. Lenard, Eltechn. Ztschr. 1919. en 

Heft 10. en 
2) s = Dielektrizitätskonstante; V = Spannung; d = Plattenabstand. 
3) Landolt-Börnstein, 5. Auflage. e 
4) Die Empfindlichkeitsbestimmungen wurden nicht bei jeder Reihe 
vorgenommen, sondern nur, wenn die Schwingungsdauer sich merklich ver- _ 
ändert zeigte oder die Einstellung des Apparates geändert worden war. 
48* 
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80 Sekunden abgelesen und dann der Kondensator durch Nähern 
der Kugeln des Funkenmikrometers entladen. Dann wurde 
wieder viermal in Intervallen von 80 Sekunden abgelesen, 
Hierauf w urde dasselbe mit entgegengesetzter vg wieder- 


2 ew] Die Beobachtungen ergaben an keinem der drei Beob- 


Nadelrichtung Ost-West. Empfindlichkeit: 1-10~* Wb/em = 4,5 Skt/m 


Zeit ‚ Spannung |Ausschlag Zeit Spannung |Ausschlag 
| Volt | Skt./m Volt _ Skt. /m [mn 
9" 50 11,400 | 0,0 16" 25 | 15,000 | 0,0 
10" 45 12,800 | 0,0 17" 15 15,000 0,0 
11" 45 13.200 | 0,05 19" 45 6,400 | 0,05 
11° 55 12,400 | 0,05 20° 10 6,500 | 0,2 
13" 15 13,600 | 0,0 20% 15 9,200 0,0 
15" 85 15,000 | 0,15 20° 30 15,000 0,0 


Als Beispiel sei eine Anzahl Messungen am Jungfraujoch 
in 3457 m Höhe angeführt (vgl. Tab. 1). Es wurden im ganzen 
. etwa 100 Messungsreihen mit verschiedenen Richtungen der 
RS = Magnetnadel und zu verschiedenen Tageszeiten an den drei 


II. Versuche über das auf einen ne nn 
in großen Höhen ausgeübte Drehmoment, 


_ Bei einer Relativbewegung eines geladenen Kondensators 
gegen den umgebenden Äther tritt ein Drehmoment auf’), 
dessen Größe gegeben ist durch 

o\2 . as 
K= (2) sin? A sin? u, 

= wenn der Kondensator so aufgehängt ist, daß die Achse der 
er Aufhängung in der Plattenebene liegt und die Kraftlinien- 
a ; ae richtung senkrecht zur Achse steht. Es bedeuten N die elektro- 


1) Die Theorie dieses Versuches ist zuerst von Fitzgerald und 
Larmor entwickelt worden. Scientific Papers S. 556; H. A. Lorentz, Proc. 
Acad. Amst. 6. S. 809. 1904; M. v. Laue, Ann. d. Phys. 88, S. 370. 1912. 
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statische Energie des Kondensators, v die Relativgeschwindig- 
keit gegen den Äther, ¢ die Lichtgeschwindigkeit, A den Winkel 
der Aufhängungsachse mit der Geschwindigkeit, « den Winkel 
der Plattenebene mit der Geschwindigkeit. Bei vertikaler 
Achse ist also die Wirkung ein Maximum, wenn die Geschwin- 
digkeit horizontal gerichtet ist und mit der Plattenebene einen 
Winkel von 45° einschließt. 

Die praktische Ausführung des Versuches haben zuerst 
Trouton und Noble unternommen.!) Die im vorliegenden 
benutzte Anordnung war im wesentlichen der von Trouton 
und Noble verwendeten ähnlich, zeigte jedoch eine Anzahl 
von Verfeinerungen, wodurch es gelang, die Empfindlichkeit 
auf etwa das zwanzigfache zu steigern und, was vor allem 
wesentlich ist, die Störungen entsprechend zu verkleinern. 


Die Verbesserungen bezogen sich vor allem auf die Ver- 
wendung eines wesentlich dünneren Aufhängedrahtes, den Bau 
eines feineren Kondensators, die Verbesserung des elektro- 
statischen Schutzes desselben und den stärkeren Schutz gegen 
Wärmeeinflüsse der Umgebung. 

Nach weniger befriedigenden Versuchen mit verschiedenen 
Kondensatoren wurde schließlich die Herstellung eines ge- 
nügend leichten, gut isolierenden Kondensators von ge- 
niigender und konstanter Kapazität in folgender Weise 
vorgenommen: bis zu einer Dicke von etwa 0,005 cm ge- 
spaltene Glimmerplättehen von 2,5cm Radius wurden nach 
sorgfältiger Prüfung auf Durchschlagsfestigkeit mit 3000 V. 
und nach Abreiben derselben mit Alkohol und destilliertem 
Wasser, mit alkoholischer Schellacklösung überzogen und ge- 
troeknet. Hierauf wurden mit einem warmen Stempel kreis- 
runde mit Fortsätzen versehene Scheiben von 0,006 mm dicker 
Aluminiumfolie von 1,5 em Halbmesser auf die Platten auf 


beiden Seiten geklebt, das Ganze nochmals mit Schellack | 


überzogen, getrocknet und 16 derartiger Kondensatorelemente 
übereinander zwischen heißen Eisenplatten gepreßt und unter 
Druck erkalten lassen. Die Außenseite des Kondensators wurde 
zu etwa ?/, mit dünnster Aluminiumfolie überzogen, die mit dem 
geerdeten Teil des Kondensators verbunden war. Auf diese 
Weise gelang es einen Kondensator herzustellen, dessen Kapa- 


B 


1 


= 
= 
1) Phil. Trans. Roy. Soc. London (A) 202, S. 165 1904. i Faas. ee 


gitat sich auch bei Belastung nicht merklich änderte und dessen 
A ME Isolation so gut war, daß innerhalb der etwa 80 Minuten 
ley dauernden Beobachtungen des geladenen Kondensators ‘bei den 
Versuchen, die Spannung meist nur um 10—12 Proz. sank. 
; Seine Kapazität betrug 0,015 MF, wie durch Ladungsteilung 


ee ©. Wert, der auch mit dem aus den Dimensionen des Konden- 

 sators zu erwartenden übereinstimmt. 

Br er Der Kondensator war zum Schutze gegen elektrostatische 
. “es Störungen und zur Verminderung der Wirkung der Luftströ- 
mungen umgeben, von einer Halbkugel von 8cm Radius aus 
ei schwach versilbertem Glas wo einem daraufgesetzten Kegel 


Öffnung. Da sich die ziemlich schwache Versilberung des 
EN Glases noch nicht als ganz genügend erwies, wurde die Kugel 


= innen mit dünnster Aluminiumfolie ausgekleidet. Die Alu- 
er miniumfortsätze der Kondensatorbelegungen waren oben und 
Ee. - unten mit Kappen aus diinnstem Kupferblech festgeklemmt, 
: ee an welche kurze Stücke von Kupferdraht angelötet waren. 
a Der untere führte durch eine Öffnung der Glaskugel, die mit 
. Schellack an ihm befestigt wurde, und trug das Spiegelchen, 
_ ‘sowie in seiner Fortsetzung einen diinnen Platindraht, der in 


on die zur Ableitung dienende 50prozentige Schwefelsäure tauchte. 


Pe ee Das Gewicht der gesamten Anordnung betrug 15g. Am oberen 

Ende war ein Häkchen angebracht, mittels welches der Konden- 

: 3 me sator an den Draht gehängt werden konnte. Dieser bestand 


ay Phosphorbronze und hatte 0,015 mm Durchmesser und 
50 em Länge. 


wt Der obere Träger war dem von Trouton und Noble ver- 
wendeten gleich, die Isolation erfolgte durch Quarz. Das 
Ganze wurde von zwei Messingrohren von etwa 60 cm Länge, 
die oben einen Zinkring angelötet hatten, getragen. An die 
Grundplatte war ein kleiner Messingring auf einem etwa 5 cm 
hohen Dreifuß angebracht, der es gestattete, den Kondensator 
durch Senken zu arretieren. Die Anordnung war von zwei 
Zinkzylindern umgeben, welche an zwei gegenüberliegenden 
Seiten durch Glas verschlossene Öffnungen für die Beobachtung 
enthielten. Der Zwischenraum zwischen beiden Zylindern war 
mit Watte gefüllt, der äußere Zylinder außerdem mit einem 
dieken Mantel von Watte umgeben und oben mit einem beider- 
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seits mit Watte bekleidetem Deckel versehen, durch welchen 
die Hochspannungsleitung mittels eines Quarzrohres isoliert 
durchfiihrte. Die Anordnung war auf einer Grundplatte an- 
gebracht, die durch Stellschrauben verstellbar war, so daß 
es möglich war den Kondensator genau zu zentrieren, was 
zur Verminderung der elektrostatischen Störungen sich als sehr 
wesentlich erwies. Sämtliche Teile des Apparates mit Aus- 
nahme der Aufhängevorrichtung und des Drahtes waren 
geerdet. 

Die Ladung erfolgte mittels einer kleinen Handinfluenz- 
maschine, die Messung der Spannung mit einem Braunschen 
Elektrometer, das dauernd mit dem Kondensator verbunden 
und vor und nach den Versuchen geeicht worden war. 


Die ganze Schwingungsdauer der Anordnung betrug 
8 Minuten, die Ablesungen erfolgten mit Fernrohr und Skala. 


Der Gang einer Beobachtung war folgender: Zunächst 
wurde etwa eine halbe Stunde lang die Schwingung des un- 
geladenen Kondensators beobachtet, indem jede Minute ab- 
gelesen wurde. Dann wurde der Kondensator aufgeladen und 
nun wiederum etwa 20—80 Minuten lang seine Schwingungen 
jede Minute abgelesen, dann der Kondensator entladen und 
wieder 20—80 Minuten lang die Schwingung des ungeladenen 
Kondensators beobachtet. Bei kleiner elektrostatischer Störung 
wurden gelegentlich auch etwas kürzere Beobachtungszeiten 
genommen. Nachdem alle Störungen möglichst beseitigt 
worden waren, zeigte der Nullpunkt noch einen schwachen 
Gang — wohl von elastischen Nachwirkungen des Fadens 
und Temperatureinflüssen herrührend — der aber leicht elimi- 
niert werden konnte, da er während der Dauer einer Beob- 
achtungsreihe meist konstant blieb. Die Ruhelage des ge- 
ladenen Kondensators zeigte fast stets gegen die des un- 
geladenen eine Verschiebung, die durch die elektrostatischen 
Kräfte zwischen Aufhängung und Umgebung bedingt ist, und 
die im wesentlichen, neben den unvermeidlichen Schwankungen 
der Größe der jeweils angewendeten Spannung die Genauigkeit 
der Messungen begrenzt. Sie konnte durch die im vorhergehenden 


angeführten Vorkehrungen etwa auf ein Prozent des für de 
volle Erdbahngeschwindigkeit zu erwartenden Ablenkungs- Si 

Fig. 1 zeigt einen Abschnitt 


effektes herabgedrückt werden. 
einer solchen Messungsreihe, 
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R. Tomaschek. 
See Messungen bestand darin, die Versuche fast ununterbroch 
messen werden konnte, 


ziemlich konstant waren, so daß sie sich auf diese Weise 


vig 
| 


Ein weiteres Mittel zur Verfeinerung und Sicherung der 


en 


über einen ganzen oder halben Tag auszudehnen, so daß die 
Änderung des Ausschlags während einer Erdumdrehung ge- 
was noch größere Genauigkeit ge- 
stattete, da bei unveränderter Einstellung des Apparates die 
elektrostatischen Störungen innerhalb von ein bis zwei Tagen 


zu 


einem Teil eliminieren lassen. Meistens wurden die Messungen 
in ununterbrochenen Reihen zu drei bis vier Stunden oft auch 
: linger vorgenommen. Es wurden an den 3 Beobachtungsorten 
im ganzen etwa 40 Reihen mit ungefähr 10000 Beobachtungen 


Berechnung der zu erwartenden Wirkung: 


bestimmt. 


1m entfernten Skala. 


75 
$0 m 20 30 40 50 73" 
—» Zelt 
Fig. 1. 


Die Bestimmung der Direktionskraft des Drahtes wurde 
mittels Schwingungen eines Messingzylinders von 1 = 8,9 cm; 
2r = 0,60 em und 9,24g Gewicht senkrecht zur Zylinderachse 
i Bei 5,10 cm Drahtlänge betrug die einfach Schwin- 
 .. gungsdauer 49,2 Sekunden. Die Direktionskraft betrug für den 
23 u 50cm langen Draht bei den Versuchen also 0,00492 CGS. 
Bei einer Kapazität des Kondensators von 0,015 MF, einer 
mittleren Spannung von 1280 Volt ergibt sich die elektro- 
statische Energie zu 1,28-10° statische Einheiten. Dies ergibt 
Se bei voller Erdbahngeschwindigkeit und günstigster Stellung 
= des Kondensators ein Drehmoment von 1,28-10-? CGS. Dies 
entspricht einem Ausschlag von 547 mm an einer geraden 


; P Für eine Relativgeschwindigkeit von 8 km/sec ergeben sich 
5,0 mm/m. 
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Für die bei der letzten Versuchsreihe angewandten Span- 
nung von 1550 Volt ergeben sich fiir volle Erdbahngeschwin- 


digkeit 900 mm/m, für 3 km/sec 7,3 mm/m. 


| Jungfraujoch. 16. X.—22. X. 2 
Mittlere Spannung 1400 V. 
Kondensatorebene Nord-Süd. 
Fax 
6 8 10 % 6% 18 20 22 2% 2 4% 6 
—> Zeit Mittag 
Fig. 2. 


Die Versuche wurden an allen drei Beobachtungsorten 
über alle Tageszeiten erstreckt und in zwei verschiedenen zu- 
einander etwa um 45° verschobenen Azimuten der Konden- 


Es zeigte sich an allen drei Beob- 


satorebene vorgenommen. 


l 
© 


Jungfraujoch. 29. IX.—15.X. 
Mittlere Spannung 1280 V. 
Kondensatorebene Stidwest-Nordost. - 
3or 547M fy, 
Ver Mittag 


Fig. 3. 
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achtungsorten keine die Fehlergrenzen überschreitende Wir- 
kung. Es seien hier, in den Figg. 2 und 8, die wesentlichsten 
Ergebnisse am Jungfraujoch eingehender mitgeteilt. 


Beobachtungspunkte sind hierbei in der vorher mitgeteilten 
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_ Weise jeweils um den Betrag der konstanten elektrostatischen 
Störung korrigiert, deren Größe für die einzelen Reihen zwischen 
0mm/m und 10 mm/m schwankte und deren Richtung. bei allen 
Beobachtungen positiv war, wobei als positiv ein Drehungs- 
sinn bezeichnet werden soll, der von Süden über Osten nach 
Norden geht. 


Das Maximum der horizontalen Komponente der Erd- 
bahngeschwindigkeit ist zur Zeit der Versuche um 2" nach- 
mittags bzw. 10% abends vorhanden, mit einem Azimut von 
45° gezählt vom Südpunkt nach Osten und einer Größe von 
830 km/see. Es hätten also auf dieser Relativgeschwindigkeit 
_ beruhende Effekte in der in Fig. 2 wiedergegebenen Reihe 
auftreten müssen, wobei der vollen Geschwindigkeit ein Effekt 
von 658 mm/m, einer Geschwindigkeit von 3 km/sec ein Effekt 
von 6,0 mm/m entsprochen hätte. Das Minimum der Ein- 
wirkung hätte gegen 6" abends bzw. früh eintreten müssen. 
Es zeigt sich in der ganzen Kurve keine Schwankung, die die 
_ Fehlergrenzen übersteigt. Es ist also sicher nicht ein Hun- 
derstel des bei voller Relativbewegung zu erwartenden Ein- 
 flusses vorhanden. Berücksichtigt man die Eigenbewegung des 
Sonnensystems, so hätte das Maximum der horizontalen Kom- 
ponente etwa um 8» abends eintreten müssen, mit einem 
 Azimut von 180° und einer Größe von 11 km/sec, ent- 
sprechend einem Ausschlag von 67 mm/m. Diese Wirkung 
hätte sich bei der in Fig. 3 verwendeten Aufstellung zeigen 
müssen. Man sieht auch hier keine die Eehlergrenzen über- 
steigende Wirkung. Um die Genauigkeit dieser Versuche noch 
zu steigern, wurde gegen Ende Oktober, wo die Relativ- 
geschwindigkeit bei gleichem Azimut und etwa gleicher 
Tageszeit bereits auf 18 km/sec gestiegen ist, mit erhöhter 
Kondensatorspannung nochmals eine Versuchsreihe gemacht, 
so daß dieser Geschwindigkeit ein Ausschlag von 265 mm/m 
entsprochen hätte. Durch sehr sorgfältige Justierung waren 
hier die elektrostatischen Störungen sehr weitgehend beseitigt. 
Die Schwankungen der erhaltenen Werte waren aber nicht 
größer als 3 mm. Es ist also auch kein Einfluß der Bewegung 
der Erde gegenüber dem Fixsternsystem wahrnehmbar, der 
mehr als ein Neunzigstel des als voll zu erwartenden Effektes 
ergeben hätte. 
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Diskussion der erhaltenen Ergebnisse. 


Die im vorstehenden angeführten Ergebnisse zeigen, daß 
selbst in der Höhe von 3457 m unter den angewandten Ver- 
suchsbedingungen keine Wirkung — weder erster noch zweiter 
Ordnung — eines magnetischen Feldes eines geladenen, relativ 
zur Erde ruhenden Kondensators feststellbar ist. 


Die einfachste Deutung dieses Ergebnisses ist die, daß die 
Verhältnisse in diesen Höhen sich noch kaum von denen dicht 
über der Erdoberfläche unterscheiden, wie es auch bei der 
Berücksichtigung der außerordentlich kleinen Erhebung gegen- 
über dem Erddurchmesser sehr wahrscheinlich ist. Demnach 
wäre auch in großen Höhen ein negatives Ergebnis des 
Michelsonschen Interferenzversuches zu erwarten. Im Wider- 
spruch dazu stehen die in 1734 m Höhe von Hrn. D. C. Miller?) 
erhaltenen positiven Ergebnisse. des Michelsonschen Inter- 
ferenzversuches, welche eine Relativgeschwindigkeit von etwa 
30 Proz. der Erdbahngeschwindigkeit ergeben haben. Dieser 
Effekt wäre mit der vorliegenden Anordnung bei weitem fest- 
stellbar gewesen, da die Genauigkeit des im vorliegenden unter- 
nommenen Versuches zweiter Ordnung, wie aus vorstehendem 
ersichtlich, die der Millerschen Anordnung durchaus erreicht, 
während der Versuch erster Ordnung (vgl. Kapitel I) noch 
hundertmal empfindlicher ist.?2) Es ist von großer Wichtigkeit, 
zu untersuchen, ob sich die beim Interferenzversuch erhaltenen 
Resultate, nicht als durch bis jetzt noch nicht festgestellte 
Fehlerquellen bedingt, herausstellen®), oder sich als durch die 
besonderen örtlichen Verhältnisse, unter denen die Versuche 
ausgeführt sind, bedingt zeigen, wozu vor allem auch eine 
Wiederholung desselben Versuches am gleichen Ort wie im vor- 
liegenden besonders notwendig erscheint. Falls sich der positive 
Ausfall des Michelsonschen Interferenzversuches bestätigt, 
würde das in dieser Arbeit erhaltene Ergebnis ein ganz neues, 
bisher vollkommen unerwartetes Verhalten der mit Materie 
verknüpften elektromagnetischen Felder, also der an Ladungen 
gebundenen Kraftlinien einerseits, und der im Lichtstrahl 


1) Proc. Amer. Acad. 11. S. 306. 1925. 

2) Vgl. hierzu Anm. 1, Seite 744. 

3) Ein einwandfreies Urteil hierüber ist aus der bis jetzt noch 
unvollständigen Veröffentlichung nicht zu gewinnen. ER sae. 
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vorhandenen (an in sich geschlossene Kraftlinien geknüpften) 
Felder andererseits, bedeuten. 


Es ist mir ein Bedürfnis, allen jenen zu danken, welche das 
Gelingen der vorstehenden Versuche ermöglicht haben, vor 
allem Hrn. Geheimrat P. Lenard und Hrn. Geheimrat M. Wolf, 
ferner Hrn. Direktor Liechti und Hrn. Dr. A. Kölliker für 
mannigfache freundliche Hilfe am Jungfraujoch und besonders 
der Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft, ohne deren Hilfe 
die Durchführung der Versuche sehr in Frage gestellt ge- 
wesen wäre. 


k 

Heidelberg, Radiologisches Institut. 5. Nov. 1925. u 

(Eingegangen 9. 1985) : 
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3, Sind magnetische Momente der En = 

durch «-Strahl- Ablenkung nachweisbar?; 
von Walter Wessel. ae 

Die Frage nach einem möglichen Magnetismus der Atom- 
kerne ist einige Male aufgeworfen, aber, soviel wir sehen, nie- 
mals ausführlich diskutiert worden. Solange wir aber an dem 
Aufbau der höheren Kerne aus H-Kernen und Elektronen fest- 
halten und ihn uns in einiger Analogie zu den Regeln der 
Atommechanik vollzogen denken, ist auch die Suche nach 
magnetischen Momenten der Atomkerne ohne Zweifel geboten. 
Wir nehmen diese Suche hiermit auf, ohne über den Ursprung 
und die Größe der fraglichen Momente weitere Voraussetzungen 
zu machen, als daß sie klein genug sind, um uns gelegentlich 
als Entwicklungsparameter zu dienen. 

Nehmen wir an, daß ein solches Magnetfeld das gewöhn- 
liche Vektorpotential hat, d. h. mit der dritten Potenz der 
Entfernung abnimmt, so können wir uns Aufschlüsse darüber 
nur von Eingriffen in die unmittelbare Nähe des Kernes ver- 
sprechen. Als solche kommen, da die /-Strahlablenkungen 
doch mit zuviel Kautelen behaftet sind, in erster Reihe 
«-Strahlablenkungen in Betracht, über die zudem neuere und 
sichere Messungen vorliegen. Das Problem, wie sich deren 
Bild unter magnetischem Kinflusse verändert, ist noch nicht 
behandelt, weil man bisher ohne das auskam.!) Schon der Ele- 
mentarprozeß wurde nur unvollkommen bearbeitet. W.Hicks?) 
behandelt die Ablenkung einer bewegten Ladung im Felde 
eines Elementarmagneten ohne Zentralladung (Nordlichtpro- = 
blem), L. Flamm!) das vollständige Problem, aber unter Er- — 
satz der Hyperbelbahn in Perihelnähe durch ihre Tangente. RER 
(Diese und andere Zusammenstellungen finden sich in einem 
1) M. v. Laue, Handbuch der Radiologie Bd. VI. 8. 51 Fe ee 
2) W. Hicks, Proc. Roy. Soe. 8.856. 91. 
3) L. Flamm, Wien. Ber. 124. 8.622. 0. a, 
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Referate von R. Seeliger.') Vollkommen unberihrt und in- 
sofern interessanter als der den bekannten Methoden leicht 
zugängliche ElementarprozeB dürfte das statistische Problem 
der Zerstreuung eines Bündels von «-Strahlen durch eine Schicht 
kernmagnetischer Atome sein. Bei dem großen Interesse, das 
der Gegenstand für Fragen des Kern- und Atombaus hat, habe 
ich mich, besonders auf Anraten von Herrn Prof. Joos, der 
Durchrechnung dieses zwar elementaren, aber doch sehr ver- 
wickelten Problems unterzogen und behandle im folgenden 
die Frage: 
Wie wird ein paralleles, schmales Bündel von «-Strahlen 
durch eine dünne Schicht von Atomkernen abgelenkt, d. h. 
welches ist die Verteilung der Szintillationshäufigkeit über einen 
Leuchtschirm, der die zerstreuten «-Strahlen auffängt, wenn 
diese Kerne ein magnetisches Moment besitzen? NTA 
unter folgenden Voraussetzungen: or 


1. Einfachstreuung, d. h. jede «-Partikel kann als einem 
ablenkenden Kerne zugeordnet gelten; 


2. keine Mitbewegung des Kerns; man müßte sonst über- 
dies Voraussetzungen über seine Bindungsfestigkeit machen; 

3. keine Störungen durch kernnahe Atomelektronen, weder 
der Ladung, noch dem Magnetfelde nach. 

Diese Voraussetzungen sind die bekannten, ursprünglichen 
Rutherfords. 

4. Die Richtungen der magnetischen Momente innerhalb 
der ableukenden Folie nehmen wir als ungeordnet an; diese 
wichtige Voraussetzung hat u. a. zur Folge, daß Effekte pro- 
portional dem magnetischen Momente prinzipiell nicht be- 
obachtbar werden. 

5. Das Vektorpotential des Kernes soll das gewöhnliche 
eines Magnetons sein; das Moment von der Größenordnung 
einiger Bohrscher Magnetonen. (Das man /,,.0 Magneton, 
entsprechend der „invertierten Sauerstoffmolekel“ von Lenz?) 
auf diesem Wege nicht nachweisen kann, bedarf beim Anblick 
der Formeln keiner Erörterung.) 
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6. Die «-Partikel sei unmagnetisch. 

Wir versprechen uns von dieser Untersuchung vor allem 
die Einsicht, ob Momente der genannten Größenordnung nach 
den vorhandenen Methoden überhaupt nachweisbar sind; dem- 
nächst, ob sich aus dem Beobachtungsmateriale auf ihr Vor- 
handensein schließen läßt oder, wenn man tatsächlich „ohne 
sie auskommt“, unterhalb welcher Grenze sie gesucht werden 
müssen. 

Über den Gang der Untersuchung orientieren in Kürze 
die etwas breiter gehaltenen Paragraphenüberschriften. Wir 
wollen hier nur noch hervorheben, daß wir, ebenso wie die 
Kernladung in Einheiten Z der Elementarladung e = 4,77: 107° 
stat. CGS; so das Kernmoment in Einheiten M des Bohr- 
schen Magnetons u = 9,218-10°?! CGS messen. 


§ 1. Der Elementarprozeß (1. Näherung): Ablenkung eines 
a-Teilchens durch einen Atomkern mit magnetischem Moment, 


Wir gehen aus von der Lagrangeschen Funktion?) 
Z’ 3 i 
=m,c* :[ı - yı- - ~ + +H 9 + 


(über die Bezeichnungen vgl. die Zusammenstellung nächste Seite) 
und gelangen, indem wir die Impulse 


OL 
und die Hamiltonsche Funktion pon 
H=-NSp,i,-1= W 
k 


einführen und die x, durch die p, ausdrücken, zu 


2eZ’m, (Av eZ” 
= M c — . 


Das Vektorpotential des magnetischen Dipols vom aa 


mente m ist?) TE 


A=— Im, grad +]. - 
1) M. Born, Vorlesungen über Atommechanik, Berlin 1925. $. 288. 


Ebendort Näheres über die im folgenden kurz gehaltenen Umformungen. 
2) M. Abraham, Theorie der Elektrizität, II. Bd. 8. Aufl. S. 208. 
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Tafel der Abkirzungen, 


# Moment des Bohrschen Ma- relativistisch : unrel.: 
gnetons. 

M Moment des Keines in Viel- 4 (1455 5) Ma 
fachen von u. ir 

e elektrostat. Elementarladung. B m,ezz (1+ 


Z Ladung des Kernes in Viel- 


meZZ’. 
€ 


fachen von e. C Cra” PR 
m, Buhmasse eines «-Teilchens. “6 
Z’ (=2) seine Ladungszahl. D Ma,e 
x=eZM, 
o = => = 9,34-10 — . x=eZ Mie 
eZ’e sec AC 
v Anfangsgeschwindigkeit (in ®—1- 
überhaupt Geschwindigkeit) 
der «-Teilchen. Py W Koordinaten des ankommen- 
p, Abstand der Anfangsbahn vom den a-Teilchens. 
Kern. s Richtung der Anfangsbabn. 
e  Lichtgeschwindigkeit, s’ Parallele zu s durch den Kern. 
m Richtung der Momentanachse. 
p= — ie yı-P, Positionswinkel von m gegen 
ce M0 Po 8’. 
«g’ Gesamtimpuls. 2, y,% rechtw. | Koordinaten zum 
a eigung der nebene. : 
Perihellänge von der Knoten- } des 
linie A, Kernes. 
By’ Knotenlänge von d. Projektion 9, (= 2) Anfangs- von +, g 
des unabgelenkten Strahls. Fs Endwerte 
Zuwachs einer Größe über die *! Zeit. 
ganze Bahn. x & Radiusvektor gegen Knoten- 
linie, 


(eonst) u mittlere Anomalie. 
ae R Radius der kugelférmigen Be- 
=..+ cosit+p* B,cos%i+... obachtungsfläche. 


Gesamtzuwachs der Perihel- 1% ¥ Breiten- u. Längengrade darin 
um den unabgelenkten Strahl 


ls Pol 
& Gesamtzuwachs der Knoten- und 
länge. I, J Normalintegrale. 
! Dicke der ablenkenden Folie. 


y Ablenkung eines o-Teilchens Anzahl der Kerne pro cm? 


(gg. d. unabgelenkt. Strahl), 


Folie. 
7, dasselbe ohne Magnetismus. n’ Anzahl der a-Teile pro cm? 
e Exzentrizität der Bahn ohne Folie. 
Magnetismus. q Querschnitt des «-Strahlen- 
nr H,W Hamiltonsche Funktion, Bündel». 
Gesamtenergie. Verteilungsfunktion. 


q 
il 760 
7 
} 
} N 
ae « 
au 
i. 
| 
ro” 
wis 
NA 
| 
+ 
q 
| 
4 
f: F 


\- 


n® 


Sind magnetische Momente der Atomkerne nachweisbar? 761 


Wir orientieren das Koordinatensystem, indem wir die Be 
z-Achse in die Richtung des a; legen: < 

m, =m, =0, =|m|=uM. 
In räumlichen r, 3, die sich zur z- 
Achse orientieren, ist 


und in den konjugierten Impulsen p,,p,,p, die wir durch 


ersetzen, lautet die Hamilton-Jakobische 


Or’ ö9’ 
des Problems 
0 5\2 1 05 uMeZ’ sin? 
+4(55) + | 
rr) 
1m W 


fas einfache Auftreten des magnetischen Gliedes neben 


i ist bemerkenswert; indessen gelang es uns nicht, ein 


Koordinatensystem ausfindig zu machen, in dem sich voll- 
ständige Separation hätte erreichen lassen. Wir müssen viel- 
wehr zunächst das Glied mit u? M? abspalten; der Rest läßt 
sich dann separieren: 


Die «,°, «,° sind Integrationskonstanten; 4, B,C, D in 


die Formeltabelle aufgenommen. Indem wir die 2s neuen 


Konstanten #,° gleichsetzen, erhalten wir die Zeit- und Bahn- 
gleichungen 


ctgi-+ ctg = sin[p — (2, + 2,9) 
Von “ 


Annalen der Physik, IV. Folge. 78, 


ER 
{ 
| 
| 
Age 
| 
5 
= 
n | he 
nl 


0 
= cos i 


ER, 


g(r) = Ar? —2Br—C42 


gesetzt wurde. 

Um die Bewegung zu beschreiben, denken wir uns fy, , 
nach Potenzen von u entwickelt (D ist proportional u cos 7) 
und so normiert, daB zu Anfang der Bewegung die Glieder 
und 


wird. y ist der Winkel des abgelenkten «-Strahls gegen den 
unabgelenkten, = — y gegen den ankommenden; — die 


Periheldistanz gegen die Einfallsrichtung; q zählen wir von 
der Projektion des unabgelenkten Strahls aus; es ist also an- 
fangs g =a. Durch diese (hier belanglose) Normierung er- 
scheint als Knotenlänge, als Perihellänge einer magne- 
tisch nicht gestörten Hyperbel und nehmen die Bewegungs- 
gleichungen die gewohnte Form an. Im Laufe der Bewegung 
sind in dieser Näherung konstant, aber die ß, 
nehmen stetig ab bis um den Betrag 


+ p By cos i+u2B, cos? i+-- 


INS 


(5) 


uB, B, cos i+- 


die Integrale von r= + über die Nullstelle des Radikanden 
g(r) bis wieder r= +o erstreckt. Wir können das so auf- 
fassen, als wenn wir ig in einer Hyperbel Sa mit 


1; 2 
| 
2 
| 
| 
| 
{ 
we 
“ig 
- 


Sind magnetische Momente der Atomkerne nachweisbar? 763 


(6) Bo* + Bo 

B,° + Bo» 
die sich im Laufe der Zeit in ihrem zweiten Gliede ver- 
änderten. Wir benutzen weiterhin die Abkürzungen 


Es bleibt noch übrig, die Konstanten W, «5°, «,° durch i 
die Anfangsparameter der Bewegung auszudrücken. Dazu 
müssen wir die Anfangsrichtung des «-Strahls durch drei ge- 


eignete Bestimmungsstücke festlegen, und wir tun das, wie 
folgt (vgl. dazu Fig. 1): Man denke sich einen Kreiszylinder, 


dessen Achse (s’) durch den Kern geht. Jede Anfangsbahn (s) 
kann man zur Erzeugenden eines solchen Zylinders machen. 
Der Zylinder ist charakterisiert durch seinen Radius p, (den 
Rutherfordschen Stoßparameter) und die Neigung 9, seiner 
Achse gegen die Momentanachse (m). Um die Lage der An- 
fangsbahn auf dem Mantel dieses Zylinders festzulegen, zählen 
wir noch einen Winkel wy, um seine Achse und zwar vom 
Schnitte der Normalebene dieser Achse (weit .schraffiert in 
Fig. 1) mit der g-Ebene. — In der Figur ist noch ——_— — 
getragen und ein Stück der Bahnebene eng schraffiert, 


In dem Hilfswinkel 5 (d.i. x der Fig. 1, aber von der 

w-Ebene aus gezählt) schreibt sich die Gleichung der An- 

cos t= cos #, sind+sin cosdsiny,J 
rsin } sin p = p, cos w,, 


woraus sich leicht ableiten (v =’, = Anfangsgeschwindigkeit) 


0 
=p, = lim 


sin: gen Po sin 9, cos , 


(8) ve = lim yi-# 
Endlich ist 
(9) W = = 1] 
Wir merken noch die Beziehung an 
(10) cosi= sin cosy, 


die auch aus der Figur abzulesen ist. — 
Wir können nun die Positionswinkel 9,, p, des «-Strahls 
nach dem Zusammenstoße auf diejenigen #,, yw, davor zurück- 


führen durch Elimination von ,° und ß,° (wobei natürlich 7 
mit herausfällt) aus den Gleichungen 
; ctg i-ctg = sin (x — Br: 
(11) cos $, = sin i-sin += 


2 2 


mit Berücksichtigung von (10). Diese Bestimmung ist aber 
nur sicher in den in u linearen Gliedern, da wir in der 
Hamiltonschen Gleichung das Glied mit „? vernachlässigt 
haben. Wir werden durch die zunächst zu entwickelnde 
Statistik genötigt werden, später auch dieses Glied zu berück- 
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§ 2. Statistik: Ablenkung eines Bündels von «-8trahlen durch 
eine Schicht magnetischer Atomkerne. 

Wir haben soeben im ElementarprozeB die Bewegung auf 
das zur magnetischen Achse des Kerns orientierte r, +, @- 
System bezogen. Es mögen nun innerhalb einer Schicht oder 
Folie sehr viele Kerne liegen, jeder mit seinem eigenen r, i+, p- 
System, und zwar (nach Einleitung, Voraussetzung 4) mit den 
Achsen regellos über alle Richtungen des Raumes verteilt und 
(nach Einl., Vor. 1) in solchem Abstande, daß jede «-Partikel 
nur einmal abgelenkt wird. Der «-Strahl, der selber eng be- 
grenzt ist, durchdringt diese Schicht in einer Öffnung, die im 
Verhältnis zu der auf dem Beobachtungsschirme bestreuten 
Fläche als punktförmig gelten kann. In dieser Öffnung liegen 
immer noch sehr viele Kerne. Da sie aber, von der Beob- 
achtungsfläche gesehen, alle in einem Punkte zusammenfallen, 
kommt es geometrisch auf dasselbe hinaus, wenn wir uns nur 
einen Kern in der Öffnung denken. Diese Anschauung läßt 
auch, da wir Einfachstreuung voraussetzen, physikalisch alles 
unverändert, solange wir von den magnetischen Momenten 
absehen. Wollen wir auch diese der Voraussetzung gemäß 
verteilt sein lassen, so haben wir noch dem Momente des ge- 
dachten, einen Kernes für jedes ankommende «-Teilchen eine 
andere Richtung zu geben. 

Durch den idealen Kern (das Ablenkungszentrum) legen 
wir nun eine Achse s’ in Richtung des ankommenden «-Strahls 
und orientieren dazu drei Koordinatensysteme (vgl. Fig. 2, in 
der sie von links nach rechts durchlaufen werden): 

Das erste, dem aukommenden «-Teilchen eigentümliche, 
ist ein Zylindersystem mit der Achse s’, Fig. 2 links; das Teil- 
chen ist durch seinen Achsabstand p, und ein Azimut w, 
charakterisiert, das wir, die Achse horizontal gedacht, vom 
Zenit aus zählen; 

das zweite ist das zur magnetischen Achse des Kernes 
orientierte r,+,q-System; die Lage von m werde gegen s’ 
durch 9° und 9’ (vom Zenit gezählt, Fig. 2 Mitte) festgelegt; 

das dritte System liegt in der Beobachtungsfläche (dem 
Szintillationsschirm), die wir uns am besten als Stück einer 
Kugel mit dem Radius R um das Ablenkungszentrum denken 
und auf der wir Längen- und Breitenkreise um die Richtung 


| 
IE 
A "ze 
3 
= 
» = 
k- 
on 
7 
a m 
<= 


W. Wessel. 


des unabgelenkten Strahles als Pol einführen. Bei rein elektro- 
statischer Ablenkung wäre also die Breite y (der Polarabstand, 
Fig. 2 rechts) gleich dem Rutherfordschen Ablenkungswinkel, 
die Lange w (das Azimut, ebenda) gleich y,. 

Wir betrachten nun ein Stück df = R* sin ydwdy der 
Beobachtungsfläche am Orte 7, w. Ein «-Teilchen, das unter 
y, w auftrifit, muß bei gegebenem #’, 9’ des ablenkenden 
Kernes unter bestimmtem p,(y,w,d’,p’) und yw (y, yw, 3’, p’) 
eingefallen sein; dabei ist die Wahrscheinlichkeit, daß es in 


$4623 


hl 
Ge 
U 


einen Bereich emis Po dw, fällt, diesem Bereiche proportional. 
Alle Partikel, die in df vereinigt werden, müssen bei fest- 


gehaltenem einem Bereiche 
dm 
Oy ; 
entstammen. Wir wollen, als ob die zerstreuende Schicht ein 


abbildendes System im Sinne der Optik wäre, von ihrer Ein- 
trittsöffuung und der Bildfläche reden. Auf die Flächeneinheit 
der Eintrittsöffnung mögen n’ «-Strahlen entfallen und sie 
gleichmäßig bestreuen; dann entfallen n’ Adf auf das Flächen- 
element Adf. Dieses Element tritt so oft auf, als Momente 
unter #’,g’ da sind. Hat die Schicht die Dicke 7 und sitzen 

sin9’dp’d#’ d 82’ 


in der Volumeinheit x —--—"- =n- magnetische Kerne 
4n 
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unter :*’,op’, so tritt das Element Adf pro Einheit der Ein- 
trittsöffnung g zu n’!gdQ2’/An Malen auf. Da alle darauf 
treffenden «-Strahlen auf der Beobachtungsfläche in df ver- _ 
einigt werden, gelangen dort whe 


zur Zählung. Lassen wir nun #’ und g’ alle möglichen Werte 
durchlaufen, so streicht Adf bei festem df unter Veränderung 
seiner Form und Größe gewisse Bereiche der Eintrittsöfnung 
ab und führt alle dort auftreffenden «-Strahlen dem Beobach- o> 


tungselemente zu, so daß dort ER 


(über die Einheitskugel integriert) zur Beobachtung gelangen. 


§ 3. Zurückführung der Ablenkungswinkel y,y auf die Para- 
meter »,,'y, vor dem Zusammenstoße. 
Die mechanischen Gleichungen (11), (12) am Schlusse des 
§ 1 leisteten die Zurückführung der Positionswinkel 9,, 9, des 
«-Strahls nach dem Zusammenstoße auf diejenigen 9,,Y, da- 
vor innerhalb des dem Magneton eigentümlichen Systems. Wir 
wollen statt +,,q, zunächst innerhalb desselben Systems die 
Distanz y gegen den unabgelenkten Strahl und das zugehörige, 
ebenso wie yw, gezählte Azimut , einführen (Fig. 3). Für y 
gilt einfach 
(15) cos (a — y) = cos cos #, — sin sin cos P,. 
Wenn wir ferner den den beiden schraffierten Kugeldrei- 
ecken der Fig. 3 gemeinsamen Winkel, der etwa w heiße, 


einmal durch > — 9,,0,; y, (oberes Dreieck), ein andermal 


durch = Vary = (unteres Dreieck) ausdriicken, bekom- 


men wir unmittelbar cos w = ar En 
(15) siny,siny = sind, + cos 9, sin cos g,. 


Danach orientieren wir das ganze System gegen den 
«-Strahl nach Fig. 2. Die Magnetonenachse m liege etwa an- 
fangs in der Richtung s’ des unabgelenkten Strahls. Die 
beiden stehenden und die beiden liegenden Ebenen fallen dann 
zusammen, Man drehe nun m in der Horizontalebene um 3’; 
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dabei dreht sich die weit schraffierte Ebene um die Zenitachse; 
danach neige man die Horizontalebene um 9’, sie geht dabei 
in die eng schraffierte über. Aus dem Vergleiche mit Fig. 1 
bzw. Fig. 3, deren Ebenen den beiden aufrechten der Fig. 2 
entsprechen, ergibt sich dann anschaulich, da die weit schraf- 
fierte Ebene jeweils die zum ankommenden Strahle senk- 
rechte ist, 


und der Winkel y der Fig. 3 ist mit dem der Fig. 2 identisch. 


4 


Man kaon nun w nach (15’) und (16) und y nach (15) 
auf 9,,9,, p’ zurückführen, danach #,,q, mit Hilfe der 
mechanischen Gleichungen (10), (11) und (12) auf #,, y,, p 
und endlich #,, y, nach (16) auf 9’, y,, 9’. Man hat dabei 
von zahlreichen Winkelbeziehungen Gebrauch zu machen, die 
sich aus Fig. 1 ableiten lassen. Sei kurz o der Winkel 
Be’ + zwischen Knotenlinie und Einfallsrichtung des 
« Strahles und + gleich 9°; dann lauten sie u. a. 
sin o Sin T — COS 0 COS T COS 7 = COS yy, 
cos o sin t + sin o cos tr cosi= QO, | 
sino 
| cos 0 cos tT — SiN o SiN t COSi = — sind. % 
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Mit ihrer Hilfe gewinnt man ohne Mühe 
cos y = sin © sin (sin ® cos (yw, — 
+ cos # sin (yw, — p’)[1 — cos ®)) 
— cos (cos? #’ + cos ® sin? 
in (y — p') sin y = sin © sin ® cos 9’ cos (w, — P') 
+ cos © sin #’ cos #’ (1 — cos ) 
— sin © sin — p’)(sin? + cos ® cos? #’), 
und mit diesen Formeln ist, da © und ® Funktionen von p, 
sind, die in der Überschrift dieses Paragraphen in Aussicht 
gestellte Transformation geleistet. 
1. Näherung: kein Effekt. 


4 Um die Verteilungsfunktion dN nach (14) und dazu die 


Funktionaldeterminante Sle zu bilden, miissen wir die eben 


abgeleiteten Gleichungen nach p, und y, auflösen. Wir führen 
zuvor an Stelle von p, den Winkel y, der rein elektrostatischen 
Ablenkung als Variable ein. Bei verschwindendem Momente u 
wird nach (7), (6) und (5) 


(18) 


$ 4. Mittelung über die Lagen der Momentanachsen. 


und nach den Formeln (18), wenn wir dort ®=0, 0 = ©,, 
y=y, eintragen: 


Die Größe ©,, das erste Entwicklungsglied von ¢ d Be nach 


(5) und (4) gebildet, wird 
(19) = | 
und damit nach den aus der Tabelle zu entnehmenden Werten 
von A, B, C 


oder auch oe | 


Me 
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Wir führen diese Formeln so weitläufig an, um den Ein- 
fluß der relativistischen Massenveränderlichkeit dem weiter 
unten abzuleitenden, magnetischen Effekte einigermaßen gegen- 
überzustellen: für den größten beobachteten Ablenkungswinkel 
Yo = 150° ist nämlich 
tang 0,26 Yı — 2? ~ 0,26, 
also A von der Größenordnung 48, d.i. */,,, 22 = '/,, = 4°/,, 
und das ist ein Marimalwert, da kleineren oe %, größere 
p, entsprechen. Wir vernachlässigen daher für den Rest dieser 
Abhandlung, indem wir uns ausdrücklich auf «-Strahlen be- 
schränken, die Relativitätskorrektion und benutzen die dann 
sich ergebende, bekannte Formel!) 
Ma py 
(20) gh 
um 7, statt p, als Variable einzuführen. Weiter unten wird 
es noch bequemer sein, von 7, zu der Zxzentrizität e der un- 
gestörten Hyperbel überzugehen, die mit dem Asymptoten- 
winkel a — 7, nach 


(21) c= 1/1 + tang?2 = cosee 
zusammenhängt. 
Nun können wir ay? Oy durch dy, dr’ dy Ow Bu 


drücken und setzen 


22 
» Yo 
nn’ AZ rdf _ N} Wy 


(22) 4 R? ma? v4 sin Z cos - R sin’ 70 EN 
Oy Ow 4n 


Im unmagnetischen Falle, d. i. y, = 7, w, = w unabhängig 
von &’, gy’, geht diese Formel in eine ebenfalls bekannte 
Rutherfords?) über. 

Wir lösen nun (18) nach y, und y, auf, indem wir, wie 
schon unter (5) angedeutet, © und ® nach Potenzen von u 

entwickeln: 
1) E. Rutherford, Handbuch der Radiologie, Bd. II, S. 144; s. a. 


Mv. Laue, ebenda, Ba. VI, 8. 61. 
2) ebenda Bd, II. S. 144. 
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(23) | sin cos 
| o= 


wobei denn 


(24) r(Ar? — 2Br — Cpls 


und ebenso y, und wy, als Potenzreihen in u mit unbestimmten 
Koeffizienten ansetzen: 
W=wteywt: 
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dann 
u(B,+ B) sin #’ cos(w — 9’) + Glieder mit u? 
(26) B, (cos #’ + ctgy sin 9’ sin(w — + Glie- 
der mit u. 
Bei der Bildung von dN nach (22) mitteln sich nun alle 
mit # proportionalen Glieder heraus. Wir erhalten damit als 
erste, negative Antwort auf die in dieser Arbeit gestellte Frage: __ 
Bei regelloser, räumlicher Verteilung der Momentanachsen _ 
in der zerstreuenden Schicht sind Zusatzeffekte in der Streuung, ere 
die dem magnetischen Momente proportional wären, prinzipiell — 
nicht beobachtbar. 


graphen nun auch auf Glieder mit u?, indem wir ansetzen _ 
4 


§ 5. Variation der Konstanten. 

Wir erstrecken das Näherungsverfahren des vorigen Para- 


u B,sin cos(w, — 


(27) * sin? 08? (yy — 
+ B,* sind cos(y —p)-+ ... 
Dabei sind die B,* die konstanten Anteile der $ u 
$ dp der Formeln (5), zuziiglich Gliedern, die von der in § 1 E Fe : 
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Störungsfunktion 
Wir "hatten schon dort Einfluß des magne- 
tischen Feldes so aufgefaßt, als ob sich darunter die Perihel- 
länge 3,* und die Knotenlänge 9,* einer gewöhnlichen Hy- 
perbel veränderten; dabei setzten “sich aber nach (6) die ,* 
aus einem konstanten Anteile #,° und einem veränderlichen £, 
zusammen. In zweiter Näherung wird nun auch der früher 
konstante Term (,° variabel, denn die £,°, «,’ genügen be- 
kanntlich als Konjugierte den kanonischen Gleichungen 

dm _ au day? __ 

dt da,’ dt EI 
und die rechte Seite verschwindet im allgemeinen nur bis auf 
die Ableitungen von H’. Es genügt in der beabsichtigten 
_- Naherung, H’ in den Variablen der reinen Hyperbelbewegung 
r auszudrücken, die bei Einführung des von der Knotenlinie ge- 
zählten Winkels x in der Bahnebene (Fig. 1) und der mittleren 
Anomalie u die bekannte Gestalt ir 


2m, r* 


2 (ecos(y — — 1), | 
al 
d B 


ef annehmen. Man führt am besten vermöge 


den Winkel y statt der Zeit ¢ ein; dann ist 


aH’ 
oder 
dB? px dt du 
2m, du dy 
. — sin?i sin?x)(ecos(x — — 


und eine e entsprechende FREE gilt für 
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Bei der Differentiation benutze man 


ö de 58 de _ 
day? dag ds’ dag 
2; 


so erhält man am kürzesten 


[ (scos(x — 8,°) — 1) 
+1 
+4( — sin? isin’ - B,") — 1). 


Zur Auflösung dieser Gleichungen genügt es in dieser Nähe- 
rung, die #,° rechter Hand konstant zu halten und den Zu- 
wachs durch Quadratur nach 7 zu berechnen. Bei der Bil- 


dung dieser Zuwächse ¢ dß,, $ dß,° läuft die Variable x 


naturgemäß von + arc cos —, d.i. nach (21) + ——, 
1 
bis 3,’ — arccos—- Führt man 
als neue Variable ein, so nehmen jene Integrale, wie sich un- 
schwer übersehen läßt, die Form an 


daß, om 1B, B, sin? sin? i + B, cos? 
+ B, 9 sin? 3,0 cos? i + B, 
> 


_ B sin? 2,’ cost — B cos*8,°cosi], 


(33) 


\ 


worin die B,®, B,”.. . gewisse bestimmte Integrale be- 


deuten. Es genügt, davon ER 


k 
he 
3 
ae 
| 
BR? 
4 (y 


(35) B, O 4 B, (2) == Q 
anzumerken. 


Die entsprechenden Integrale $ da,°, $ d«,’ verschwin- 


den, weil sich @,° als Differentialquotient nach Be! einer ge- 
raden Funktion von 7 — P,° darstellt und ¢@,° überhaupt ver- 
schwindet; d. h. die im bekannten Sinne „oskulierende‘ 
Hyperbel!) verändert zwar im Laufe der Bewegung ihre Ex- 
zentrizität, nimmt aber am Schlusse die anfängliche wieder an, 
da ja das Kraftfeld in beiden Fällen dasselbe ist, und der 
Impuls um die Polarachse ist konstant. 


§ 6. Mittelung über die Lagen der Momentanachsen, 2. Näherung. 


Die Verteilungsfunktion. 

BE Nach dieser Vorbereitung können wir die Verteilungs- 
funktion in zweiter Näherung berechnen. Wir tragen dazu die 
Entwicklung (27) der 9, ® in die erste der Transformations- 
gleichungen (18) ein, ersetzen auch y, durch 


und entwickeln alles nach Potenzen yon u; die O ® als Funk- 
tionen von 7, in Taylorsche Reihen. Durch Koeffizienten- 
vergleich entspringt ein Ausdruck fiir 7,, in dem wir noch ı, 
durch (26) zu ersetzen haben. Die vollständige Formel, in der 


| 4 B, die Ableitungen der B,, B „ nach y bezeichnen, lautet: 


| Ve =y-u(B, + B,) sin # cos (wy — 


2 
+ B)B/+B,) 


(B,* + 3,9 sin? # cos? (wy — 


BB+ B)- Br | ctg 7 sin? 9’ sin?(y — 


— 
| 
| 
1 
t 
| 
| 
Re: 
| 
| 
| 
| 
| 
i 
| — 
| 1) Vgl.z.B.Mül ver 1928, 


88- 
die 


923, 
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Dagegen brauchen von y, die Koeffizienten von u? nicht 
berechnet zu werden; es genügt vielmehr, zu wissen, daß «, 
von der Gestalt ist 


36) | 
+ u? [periodische Funktion von (w — g’)], 


wie man bei der Bildung der Verteilungsfunktion sehr leicht 
einsehen wird. 
Die Konstanten B, * und Be , die neu hinzukommen, 


treten nur in der Verbindung (B,* B, *) sin? #’ cos?(yw — N 
auf. Nach (27), (7), (6) und (5) ist a zu verstehen Br 


sin? 9° cos*(y— = $48, + 


va 
a B, B „sin? 9 cos? (w — = B, 2% 
(37) + B, gin? + B, (2) cos? 3, 


B,+B) cos?i, 


unter den B,. 
Anteile der 


ch (5 (6 ) die konstanten (winkelunabhängigen) 


aß, verstanden: 


+ 8 dr 
r’(Ar—2Br - O)* 


(38) 


B = 2 14 0 dr . 
| $ (Ar? 2Br — O0)" 
b Für die Winkelfunktionen gilt nach Fig. 1: 


= sinisin = cos # sin 7 sin # cos sin (y — 


sin cos = cos cos? -— sin 9 sin Z sin(y — P), 


und das letzte Glied (87) von 7° wird damit = “eles 


d. i, wegen sin # cos(y — g’) = cosi nach (33) und (6) ni 5 b 


= 
7 
' 
- 
uX~ 
un, 
ler 
- 
ng. 
ns- 
+. 
nk- is 
en- 
E Ry 4 
Wo 
der 
tet: 
[4 
’) 
43 
12> 


2 =(B,+ B,)sin® # cos*(w — + B,° 
(39) + sin? + B, cos? 2) cote bag 
~ ~ 
+ (B, cos? + B,® sin? 9 sin? ( (w _ 
Lz 
+ 2( B, sin cos z sin # cos # sin (yw — y)). 
if Wir können nun dN sits (22) ausrechnen. Bei der Bil- 
dung der Determinante Zum tritt nach (36’) das Glied 


A 


wit 


BE 


also nur 


a ‚entwickeln, was nach (36) und (39) ohne alle Schwierigkeit ge- 


ing 
~~ 


ö 
ra = | + ctgy sin cos(y — 
we iv [periodische Funktion von (w — q’)] 


auf: das Glied mit u? nach g’ weshalb 
wir es oben nicht auszurechnen brauchten. Ferner brauchen 

werden, sie nur mit „° multipliziert auftreten würden; es 
cos 


auszuschreiben und 


die Glieder mit u? nicht aufgeschrieben zu 


nach Taylor zu 
sind £2 + 


schieht. Die Mittelwertbildung liefert dann 


y) ~ 42 2 


Dabei haben wir von (35) ieh gemacht und zur 


2 

gesetzt. 

Mit dieser RR ist der wesentliche Teil der Verteilungs- 


. (22) gewonnen und es brauchen nur noch die be- 


EN 


1 
* 
| 
4 
i 
(40) +5 B,+2B,® + ote) 
| | 
| | 23 
| 
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stimmten Integrale B, usw. ausgerechnet zu werden, worüber 
wir im nächsten Paragraphen das Nötigste zusammenstellen. — 
Der Einfluß der Störungsfunktion äußert sich in dem Gliede 


2B,®. 
4 8 7. Ausführung von einigen bestimmten Integralen. 


Die Verteilungsfunktion, Schlußformel. 


> 


Das Integral Bs (34) ist am einfachsten elementar zu 
lösen. Man hat dabei, ebenso wie in den übrigen Integralen, 
il- die Quadratwurzel zu Anfang positiv zu nehmen, da df» ebenso 
wie dr zu Anfang negativ ist, und die Integration unter Zeichen- 
wechsel über die Nullstelle des Radikanden zu führen. In (24), 


(38) bildet man am besten die komplexe r-Ebene durch 
r= 2 (1 + ie Sin &) 
alb auf eine £-Ebene ab, in der man dann der Konvergenz halber 
den Integrationsweg auf die reelle Achse verschieben muß. 
1en 8 8 
a Die Integrale nehmen darin die folgenden Gestalten an: 
Bo= 9 (1 Gin n)’(l1 + Sin? n) 
. +a 
(1 + Sin n)? ’ 
B* s* (1 + Sin + Sinn)? 
5 4° (e* — 1) d 
= 
7) 3 B, (1 Sin 7)°(1 + Sin? 7) 


-@ 


Sie lassen sich durch Partialbruchzerlegung auf die Nor- 
malform 


d 2 
(43) J(a, €) = = arc tang (a=1) 


zurückführen. Bequemer und kürzer ist es aber, daneben eine 
zweite Normalform 


+0 
d 8? J(a, 8) — 2a 


Annalen der Physik. IV, Folge, 78, 


£ 
3 
2 
N be, 
- 
- 
A 
. 
- ng’ 
Allee 
| 


Wessel. 
einzuführen und die fraglichen Integrale daraus unter Be- 


nutzung der Beziehungen 
J(a,e) _ aJ(a, 8) —2 Hr, 

da ’ Xs 


2 6 a? (s? — a?)? 


durch Differentiation nach a und Übergang zu a=1 abzu- 


=~ 


leiten. Nach (38) kann man auch B, aus B, (nach Abspal- 


tung von @,’—= VC) durch Differentiation nach C (über 8?) ge- 
winnen. — Wir finden so 


| 5. ö? I(a, 8) 8) _ J(a, 8) + 6a* 8’ J(a, €) - Bae — 2a8 


> 

Bs = * =p 8? F018) — 42° — 

B, = ple J (1,8) — 2e?] | 

(as) Bo = — x* B* — 7 


2 
® 14+ 5], 


B, = | 4) J (1,8) — 132? — al, 


A® 
B= x? + 5)J(1, 2) — 108? — 2]. 
In derselben Variablen ist [vgl. (41), (21). 


dy 
(46) (B,) A® — J(1, 6) — 1)? 
cig y= — 


Die ee nach y wird natürlich nach (21) über 


(47) =(B, + [e* J(1, (Be? + 2) 

— J (1, + 4) + + 1268 ‘126 + 96? — 2]. 

Den Faktor 

setzen wir gleich o? M?Z-*»°, indem wir 


_ 934. 10-21 


ye 
3 
4 
= 
ae BR: | 
2 
| 
> 
— 
| 
Bi; 
= 
= Po 
= 


- 
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einführen. Dann haben wir im Ganzen 
= = By “ > 
(Bo + +2 ctg y) — 5 
(49) 13 ,_8J 


-- 
2 72 
+ 10), 


und nach der unter (40) vorgeschriebenen, zweiten Differen- 
tiation nach y die Schlußformel') 


(50) dna AZ af 


4 R? ma? v* sin* £ 


[1+ 


M bedeutet, um noch einmal zusammenzufassen, die Magnetonen- 
zahl gemäß Schluß der Einleitung, M = 0 ergibt die bekannte 
Formel von Rutherford?); Z ist die Kernladungszahl, » die 
Geschwindigkeit der «-Strahlen, o die Naturkonstante (48) und 
f(y) die nachfolgende Transzendente: 
tang® |20 + = cosec? + 
Y 113 


(61) 


+ (* —! tang 2, (11 cosec* + 42 cosec? > 10)]- 


2 
Diese Funktion hat folgenden Verlauf (wir tabulieren sie 
bis über 7/2 hinaus, da Messungen bis 150° vorliegen): 


Tabelle 1. 


tang I (7 cosec* — + cosec? z + 38) 


y | Y f(y) 
¥ 0° 0,00000 90° 0,107 
— 10° — 0,00039 100° 0,129 
. — 0.00069 110° 0,150 
309 + 0,00192 120° 0,170 
0,00946 130° 0,186 
 - 0,0222 140° 0,200 
he 60° 0,0396 150° 0,210 
aa 0 0605 160 0,218 

80° 0,0638 170° 0,223 

90° 0,107 180° 0,224 


1) Man erhält formal d N mit dem negativen Vorzeichen; denn da 
p, und y ungleichändrig sind, bilden sich Bereiche der „Eintrittsöffnung“ 
des § 2 auf der Beobachtungsfliche mit verkehrtem Umlaufssinne ab. 
2) E. Rutherford, a...0. 


rT 


| 
|, 
">. 
a 
E 
> 


Die Werte sind meist nach der vollständigen Formel mit der 
Maschine berechnet, da die Reihenentwicklungen schlecht 
konvergieren, und gelegentlich graphisch etwas ausgeglichen. 
Für ya verschwindet der Klammerausdruck, so daß f(y) 
endlich bleibt. Die Funktion verhält sich dann wie 


(52) = 0,22484 — 0,20656 tg? + 0,14569 ctgt 7... 
Für sehr kleine Werte von y gilt dagegen 
(53) f(y) = secans®Z . (— 0,1700 7?+0,8154 y4— 1,2844 y5-..). 


Durch das magnetische Zusatzfeld werden also die Szintil- 
lationen von kleineren Winkeln nach größeren zusammengeschoben. 


Dabei muß natürlich f dN unverändert bleiben, d. h. die Inte- 


grale über die Koeffizienten der u müssen verschwinden. Das 


cos 


2 


unbestimmte Integral über unsere Zusatzfunktion: f fi) 5 dy 
sin’ — 

2 
haben wir in dem Ausdrucke (49), der soeben nach y diffe- 
rentiiert wurde, bereits vor uns. Setzen wir die Grenzen 


y=0; y=-n, das ist «= ©, &= 0 ein, so verschwindet dieser 


Ausdruck in der Tat bis auf das „Störungsglied“ By, das 
bei y = a einen positiven Beitrag liefert. Man darf also nicht 

bis y = a integrieren, und der Grund ist offenbar, daß die 
Rückkehr auf der eigenen Bahn, die in der klassischen Theorie 

ein «-Teilchen erfährt, das genau auf einen Kern zufliegt, beim 
Vorhandensein eines Magnetfeldes nicht mehr vorkommt, oder 
wenigstens nur, wenn außerdem die Achse des Feldes in der 
En Strahlrichtung liegt. — Es erübrigt sich noch, zu sagen, daß 
A man die Integration strenggenommen auch nicht bei y = 0 
anfangen lassen darf (in dem Hauptgliede schon aus Konver- 
er A nicht), weil dem p, = © entsprechen würde; son- 
dern bei einem Minimalwerte von y entsprechend p,?2 = q. 


es § 8. Die Größenordnung des Effektes. 
a Messungen von Chadwick, von Geiger und Marsden, 
dusters von Bieler und von Rutherford. 


eo Der GréBe von M ist eine obere Grenze gesetzt dadurch, 
fast unter allen beobachtet 


= 


: 
TH 
% 
& 
| 
4 
cane 
- 
EN 
= 
“at 
. 


as 


g(r) in (4) müssen also reell sein und dürfen höchstens zu- 
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sind und daß mithin für die entsprechenden Werte des Kern- 
abstandes p, eines stoßenden Teilchens im Elementarprozeß 
ein Perihel existieren muß. Die beiden positiven Wurzeln von 


sammenfallen, was zur Voraussetzung hat (Nichtverschwinden 

+ 8B + 27% Bt + 


Alle Größen sind positiv. Wir können uns für das Nächst- 

hinreichenden Bedingung begnügen 
2B, 

57 + 8B), 


d. i. nach hi Formeltabelle und mit den Werten (8) fir 


0 . 
hos ay: 


D=22. 


27 um, m,? v 


st 
Po 

und zwar muß M kleiner (gleich) dem Minimum sein u survey 

Seite als Funktion von p, betrachtet: 

( ) 9 uma? 

d. i. ‚ für die gebräuchliche Geschwindigkeit v = 1, 69: 10°cm/sec 

(RaC) rund 

(56) 


vt py + 


3 


Mindestens von Rubidium an (Z = 87) kann also nach dieser _ 
Abschätzung die Magnetonenzahl die Kernladungszahl erreichen, _ 
ohne daß die «-Partikel in den Kern stürzt. 

Nehmen wir, — wir in (55) den Wert von » offen lassen, 


= — 0,135 - 1027, 


so finden wir für das Zusatzglied, das in (50) neben der Ein- : ae 
heit erscheint, mit (48) 


Das würde bei Ablenkungswinkeln von 10 bis 20 Grad, mit __ 
denen die bisher präziseste Bestimmung der Kernladungszahl __ 


) 
on. 
| 
Y 
‚en 
las 
cht 
die > 
rie 
2im N 
der 
der 
daß 
= 0 
ver- | 
30n- X 
| 
rch, | 
htet 


RT, 


von Chadwick?) arbeitet, nach der Tabelle von f(y) den Wert 
von Z höchstens um ein Promille fälschen. Nun sind aber die 
Messungen Chadwicks von Z nur auf ein Prozent sicher; 
man kann also nach seiner Methode auch das größtmögliche, 
magnetische Moment der Atomkerne sicher nicht nachweisen. 
Größer sind die Chancen, wie schon ein Blick auf die 
Tabelle von f(y) lehrt, bei Beobachtungen unter großem Ab- 
lenkungswinkel; denn wegen des starken Abfalls der Ablen- 
kungen mit wachsendem Winkel macht sich der Zuwachs unter 
großen Winkeln prozentual viel stärker bemerkbar, als die 
korrespondierende Abnahme unter kleinen. Solche Messungen, 
die bis zu Winkeln von 150° reichen, liegen von Geiger und 
Marsden vor?) Um sie für unsere Zwecke auszuwerten, 
müssen wir davon ausgehen, daß die Funktion f(y), eben weil 
das Integral über den Zusatzeffekt verschwindet, eine Null- 
stelle hat (bei y = 24,64°). An dieser Stelle ist der magne- 
tische Zusatzeffekt auch in zweiter Näherung gleich Null, die 
Ablenkung die klassische. Wenn wir also mit Geiger und 


Marsden die beobachteten Werte von dN- sint Z als Funk- 


tion von y aufzeichnen, so haben wir ohne Magnetismus Kon- 
stanz dieses Produktes zu erwarten, d. h. eine Parallele zur 
Abszissenachse in einem Abstande 5; mit Magnetismus eine 


Kurve 5 (1 + a? v® x f DE die diese Parallele bei 24,64° auf- 


steigend schneidet, für kleinere Winkel (unmerklich) darunter, 
für größere darüber liegt, und wir können die schwer be- 
stimmbare Konstante 5 fortschaffen, indem wir die Kurve so 
legen, daß sie bei 24,64° möglichst gut mit den Beobachtungen 
zusammenfällt. Praktisch bedeutet das, daß sie bei kleineren 
Winkeln in die klassische Kurve übergeht. 

In Fig. 4 ist das für eine Meßreihe von Geiger und 
Marsden an Silber, die ein Typus für einige weitere, sehr 
ähnliche ist, durchgeführt; da die Messungen nicht auf diesen 
Zweck zugeschnitten sind, insbesondere die Szintillationszahl 


1) J. Chadwick, Phil. Mag. (VI) 40. S. 734. 1920. 

sr 2) H. Geiger und E. Marsden, Phil. Mag. (VI) 25. S. 604. 1913. 
Sy In der von uns benutzten Tabelle II ist zweima! der Spaltenkopf ver- 
e druckt: es muß statt N/sin® ©®/2 heißen: N » sin* ®/2, wie in Tabelle I. 
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nicht gerade für 24,64° angegeben und an dieser Stelle schwer 
zu interpolieren ist, kann die Figur nur die qualitativen Ver- 
hältnisse anschaulich machen. Es dürfte ziemlich deutlich 
daraus hervorgehen, daB der entschiedene Gang der durch 
Kreise angedeuteten Beobachtungspunkte den ausgezogenen, 
magnetischen Kurven ungefähr entgegengesetzt verläuft! Dies 
Verhalten, nämlich daß die beobachteten Werte von dN- sint Z 


mit wachsendem Winkel unter den Wert von 24,64° sinken, ER 


| Silben, 2:47 

Fig. 4. 


schließt es aus, daß der Gang überhaupt etwas mit dem ge- 
suchten, magnetischen Effekte zu tun hat. Er ist hier wahr- 
scheinlich im Sinne von Geiger und Marsden, die ihn 
ebenfalls bemerken, auf Unsymmetrieen der Apparatur zurück- 
zuführen, Wie man ferner aus den linker Hand angeschriebenen 
Zahlen sieht, beträgt die Streuung der Beobachtungswerte mehr 
als 20°/, um den Mittelwert. Diese Schwankung ist gering 
gegenüber der Schwankung des cosec*y/2 zwischen 15° und 
150°, aber vom selben Betrage wie die Maximalabweichung, 
die selbst das größte, nach (56) zulässige Moment von 63 Ma- 
gnetonen hervorbringen würde. Solche Momente, die durch 
zahlreiche, höherquantige Außenelektronen des Atoms kom- 
pensiert sein müßten, sind natürlich durch nichts wahrscheinlich 
gemacht. 
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Das magnetische Zusatzglied der Formel (50) geht aber 
mit Z’*; daher müßten sich sehr viel plausiblere Momente, 
schon 2 bis 3 Magnetonen, bei den leichten Elementen nach- 
weisen lassen. Z, B. beträgt bei Tr Z= 12, das ma- 
gnetische Zusatzglied o* v* M?/Z*. f(y) ~ 0,1 M?f(y), also für 
M = 2, y = 130—150°, f(y) ~ 0,2 = 8°/,, für M= 3 etwa 
18°/,, während die in der Einleitung ausgeschlossene Mit- 
bewegung des Kernes nach einer Rechnung von G. Darwin!) 
immer nur erst etwa 1°/, ausmachen würde. Tatsächlich sind 
erhebliche und sicher reelle Effekte an Mg und Al von E. S. Bie- 
ler?) beobachtet worden; aber auch diese laufen entgegengesetzt 
wie die magnetischen und sind zu groß, unerachtet sie ihnen 
fast spiegelbildlich ähnlich sind. (Ein Vorzeichenfehler in 
unserer Theorie muß nach sorgfältiger Nachprüfung für un- 
wahrscheinlich gelten.) Mr. Bieler deutet seine Kurven durch 
Annahme von anziehenden Zusatzkräften, die schneller als 1/r? 
abnehmen und kommt dabei auch auf magnetische Kräfte 
des Kernes und der «-Partikel — zu sprechen, die er verwirft 
mit dem Bemerken, daß es eines „ziemlich künstlichen Mecha- 
nismus“ bedürfte, damit sich die «-Partikel immer gerade in 
die attraktive Stellung zum Kerne setzte. Wir haben ein ma- 
gnetisches Moment des «-Teilchens bisher ausgeschlossen, doch 
läßt sich seine Wirkung leicht abschätzen. Sein Vorhanden- 
sein würde eine Zusatzkraft 


& =(m 
des Magnetfeldes $ des Kernes auf das Moment m der Par- 
tikel bedeuten und diese Kraft wiirde klassisch eine (bis auf 
Glieder mit u) reguläre Präzession, quantentheoretisch parallele 
und antiparallele Einstellung der «-Partikel in bzw. um die 
Richtung der magnetischen Feldstärke bewirken. Da aber 
parallele und antiparallele Einstellung bzw. Rechts- und Links- 
präzession statistisch gleichhäufig sind (Stern-Gerlach-Effekt), 
würde sich in erster Näherung wieder alles herausmitteln und 
erst eine Wirkung proportional u zu beobachten sein. Nun ist 
bereits & proportional u, 8 zu u?; Magnetismus der a-Teilchen 
= sich also erst in Gliedern mit u® äußern. Die Beobach- 

1) G. Darwin, Phil. Mag. (VI) 27. S. 499. 1914. ei 
= 2) E. 8. Bieler, Proe. Roy. Soc. (A) 106. 5. 434. 1924. é 
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tungen Mr. Bielers lassen also darauf schließen, daß ein etwa 
| vorhandenes, magnetisches Feld bei den Kernen der Leicht- 
metalle mindestens durch andere Kräfte weitaus überkompen- 
siert wird. 
In demselben Sinne deuten sich neueste, dem Verfasser 
1 kurz vor Abschluß dieser Arbeit bekannt werdende Versuche 
- Rutherfords'), in denen statt des Ablenkungswinkels die 
) Primärgeschwindigkeit der «-Strahlen bei einem festen Winkel 
1 von 90 und 135° variiert wird. Ein ausgesprochenes Minimum 
der Zerstreuung für gewisse Geschwindigkeiten bei einem gegen- 
t über dem klassischen verkleinerten statt, wie magnetisch zuer- 
n warten, vergrößerten Effekte ist unvereinbar mit dem v®-Gesetze 
n unserer Formel (50). — Zusammenfassend stellen wir fest: re 
\- Magnetische Momente der Atomkerne sind, wenn sie __ 
h keine Vorzugsrichtung haben, durch «-Strahlablenkung in 
r? erster Ordnung (proportional dem Momente) prinzipiell nicht 
nachweisbar; in zweiter Ordnung würde sich ihr Vorhanden- _ 
ft sein in einer Zusammenschiebung der Ablenkungen von flei- 
A- neren nach größeren Winkeln bemerkbar machen. — Der 
in Betrag der Änderung geht mit der sechsten Potenz der 
a- Primärgeschwindigkeit der «-Strahlen und mit der minus 
ch vierten Potenz der Kernladungszahl und ist prozentual am 
n- größten bei großen Ablenkungswinkeln. Bei den Schwer- 
metallen (Ag) ist er auch bei den größten Momenten, die mit 
der Existenz eines Bahnperiheles im Elementarakte der Ab- 
mq lenkung vereinbar sind und die sich auf zahlreiche Bohr- 
uf sche Magnetonen belaufen, nur erst von der Größe der B- 
we obachtungsfehler. Bei den Leichtmetallen (Mg, Al) würden 
ii Momente von der Größenordnung einer Bohrschen Einheit 
ae bequem beobachtbar sein. Die Experimente zeigen aber Zu- 
satzkräfte wahrscheinlich anziehender, zentralsymmetrischer 
kt) Natur an, die die erst in zweiter Ordnung beobachtbaren, 
al magnetischen mindestens weitaus überkompensieren. 
ist Jena, Physikalisches Institut der Universität, Nov. 1925. — 
= 1) E. Rutherford, Phil. Mag. (VD) 50. S. 889. 1925. 7 
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